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本 书 自 1979 年 出 版 以 来 已 重印 了 八 次 , 采 用 它 作 教 衬 的 学 
校 ， 除 一 些 综合 大 学 ,师范 院 校 外 ， 还 有 一 些 理 工 院 校 的 应 用 数 
学 专业 ,计算 考 业 ,师资 班 和 研究 生 班 等 ， 许 多 教师 和 和 读 震 来信 衰 
示 关 切 和 戴 励 ， 并 对 书 中 存在 的 不 受 和 错误 之 处 予以 指正 ， 在 此 
妊 向 他 们 表示 感谢 ， 

这 次 修订 着 眼 于 进一步 提高 质量 ， 更 加 适应 多数 学校 的 教学 
需要 ,保留 第 一 版 闵 述 细致 ， 便 于 自学 的 特点 ， 对 已 经 发 现 的 错 
误 和 不 爱 之 处 ， 予 以 改正 。 队 此 之 外 ， 第 二 版 与 第 一 版 的 主要 区 
别 可 概括 如 下 ， 

1， 特 第 二 章 2 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 后 移 至 第 三 章 ， 
这 样 既 可 相对 减轻 第 二 章 因 讨 论 多 信和 驯 数 所 引起 的 内 容 偏重 ， 又 
可 避免 提前 引用 第 三 章 中 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ”. 

2， 将 保 形 变换 这 一 章 的 前 四 节 编 成 第 七 章 列 在 解 析 开拓 之 
前 ， 把 剩 下 的 第 5 节 对 称 原 理 玉 参 角 形 区 城 的 保 形 交 换 结 入 解 料 
开拓 这 一 章 ， 避 免 了 原来 将 对 称 原 理 切 成 两 段 ， 分 属 两 章 . 

3， 将 席 瓦 尔 益 引 理 从 第 八 章 提 前 到 第 五 章 , 放 定 可 去 奇 点 之 
后 ， 这 样 既 可 使 它 与 第 四 章 来 的 最 大 模 原 理 舍 近 ， 又 可 让 读者 早 
些 闲 条 、 掌 担 函 数论 中 这 两 个 重要 的 有 关联 的 定型 ， 

4， 售 点 oo 的 区 域 上 的 柯 西 积分 定理 与 柯 下 积分 代 趟 , 原 在 旬 
三 章 习 题 中 ， 现 后 移 至 第 五 郸 习 题 中 ， 因 为 这 时 已 介绍 了 函数 在 
点 co 解 新 的 意义 ， 读 者 就 可 以 借助 函数 在 点 co 去 心 邻 域内 的 罗 朗 
展 式 简捷 地 证 明 它 们 ， 

5， 为 了 第 九 章 解 单位 贺 内 狭 利克 茉 问题 的 需要 ,这 一 版 在 算 


Oo 


三 章 入 3 未 添 了 一 小 段 柯 西 型 积分 ， 并 加 上 * 导 。 另 外， 由 于 综 
合 去 学 数学 专业 复 变 函数 教学 大 网 中 列 有 单 值 性 定理 ， 这 次 也 补 
写 了 一 段 ， 列 入 解析 开拓 这 一 达 。 

6. 出 于 教学 方法 上 的 考虑 ,以 这 儿 年 的 教学 实践 为 基础 ， 我 
改写 了 第 二 章 初 等 多 值 函数 以 及 第 六 章 应 用 多 值 函数 的 积分 ， 目 
的 在 于 使 读者 更 加 易于 接受 ， 使 多 值 函 数 这 一 教学 难点 能 有 所 突 
破 ， 至 于 其 他 改写 之 处 ， 各 谤 都 有 ， 就 不 在 这 里 一 一 道 及 了 . 

7。 考虑 到 不 同 层次 的 学 校 与 不 同 程度 的 学 生 在 学 习 上 的 多 
种 需要 ， 我 以 这 几 年 的 教学 实践 为 基础 ， 对 原 有 习题 作 了 了 颈 调 束 
之 后 将 其 编 入 各 章 习 题 ( 一 ); 另外 ,又 适当 慎 选 了 一 些 较 难 的 习 相 
及 与 之 相应 的 例题 ， 新 添 的 题目 ， 将 其 编 办 各 童 习题 (二 》， 经 多 
次 试用 ， 它 们 昌 较 难 些 ， 但 从 是 紧 扣 烧烤 的 ， 有 助 于 培养 与 增强 
学 生 的 能 力 ， 学 生 可 以 根据 自己 的 情况 适当 选 作 ， 

8。 概 据 综合 大 学 数学 专业 复 变 函 数 教 学 大 纲 ， 在 这 一 版 中 ， 
将 解析 函数 对 平面 场 的 应 用 及 多 角形 区 域 的 保 形 变换 公式 这 些 节 
都 加 上 * 号 ， 并 对 第 一 版 中 排 小 字 的 内 容 全 都 改 排 大 字 ， 除 柯 丁 
积分 定理 的 十 落 证 明 外 ， 其 余 改 排 大 字 的 部 分 都 加 上 * 号 ， 其 他 
广 校 和 其 他 专业 ， 在 使 用 本 教材 时 ， 可 银 据 各 自 的 教学 大 网 决定 
取舍 . 

9. 这 一 版 册 去 了 第 一 版 中 的 附录， 整 冰 数 与 亚 纯 函 数 近代 
理论 简介 ， 因 为 国内 已 有 这 方面 的 专著 出 版 了 。@ 

根据 我 的 教学 实践 ， 霜 师 使 用 本 教材 不 必 全 讲 ， 只 需 按 教 学 
大 网 要 求 擦 制 各 章 讲授 学 时 和 讲授 内 容 ， 讲 清楚 基本 理论 、 基本 
方法 、 重 点 和 难点 ， 其 余 还 需要 学 生 掌 握 的 内 容 和 例题 就 指定 留 
给 学 生 自 党， 这 对 于 开发 学 生 智力 ， 培养 学 生 能 力 是 大 有 神 计 


二 稀 乐 著 ， 值 分布 论 及 其 新 斌 究 ， 科 学 出 版 社 ，1982， 
庄 十 泰 著 ， 亚 纯 国 数 的 奇 引 方向， 科学 出 版 外，1882， 
张 广 苗 著 ， 整 函数 和 亚 部 函数 理论 ， 和 学 出 版 注 ，1886 


[i 
加 号 的 内 容 ， 自 修 的 读者 可 以 先 不 读 它 ， 
1987 年 元 旦 
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本 忆 是 根 拉 1977 年 理科 数学 教材 会议 上 制订 的 复 蛮 函数 载 材 
锅 写 大 纸 ， 在 郧 人 年 主讲 该 如 使 用 的 自 编 讲义 共和 硕 上 改编 成 的 ， 全 
韦 臣 统 地 分 和 

浮 碟 到 复 交 邓 数 认 基数 学 专业 的 一 门 重要 鞋 础 课 ， 又 是 数学 
分 匠 的 后 绿 浊 ， 在 融 写 本 书 时 ， 注 意 了 下 列 几 点 ， 

1. 对 与 数 党 分 析 中 平行 的 概念 ,如 视 眼 ,连续 ,微分 等 ， 既 指 
出 其 相似 之 处 ， 更 强调 其 不 局 之 点 ， 以 免 初学 者 路 龟 ， 

2， 对 其 变 函数 论 中 的 芳 本 定理 和 重要 定理 ， 如 柯 西 积分 定 
理 和 关于 本 性 奇 点 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 等 ， 从 叙 讨 ,证 明 到 推广 ， 
沟 注 意 了 科学 性 和 严密 性 。 这 不 仅 反 映 了 复 变 函数 理论 本 身 的 条 
统 性 和 严 讶 性 ， 同 时 也 可 荞 以 锻炼 读者 思考 问题 和 俊 辑 推理 的 能 
力 ， 

3. 对 多 值 解 折 函数 这 个 救 学 上 的 难点 ,为 使 读者 较 吻 接受 

书 把 它 分 散在 第 二 章 , 第 六 章 及 第 七 章 内 。 并 在 第 二 章 内 ,把 求 
加 式 函 数 多 = 的 单 售 解 析 分 支 的 方法 写 得 较 细 ， 这 祥 像 或 许 能 全 
Wi 一 反 三 . 

4. 对 解析 邓 数 在 流体 力学 、 机 可 理论 及 电学 年 方面 的 应 用 ， 
本 书 作 了 简明 的 介绍 ， 藉 以 使 读者 了 解 复 变 函 数论 方 流 在 解决 实 
际 问题 上 的 重要 性 , ， 

5 配音 了 大 重 的 例题 和 习题 ， 习 囊 大 才 附 有 答案 或 提示 ,以 
供 教 希 选 用 ， 世 便于 读者 自学 ， 

6， 因 限于 篇 申 或 工具 知识 而 不 能 给 出 证 明 的 定理 ,大 雾 指出 
盘 考 资料 。 用 小 字 排 外 的 部 分 ,' 对 初学 者 可 不 作 要 求 ， 


a 十 


所 


附录 中 入 单 介绍 了 我 国 青 年 数学 农 杨 乐 . 张 广 厚 的 贡 色 工作 ， 
以 适应 有 些 准 所 这 方面 资料 的 读者 的 慨 求 ， 

使 用 赤 书 作 载 桂 ， 六 位 可 按 6.10.8.8.8.10.6.12.4 的 顺序 
案 分 配 各 章 讲授 学 上 时， 如 请 授 学 时 少 于 72 学 时 ,教师 可 考 一 期 去 
一 些 次 要 及 较 深部 分 的 内 容 。 俩 如 ， 可 删 去 克利 斯 脱 费 - 席 瓦尔 
就 公式 及 最 未 一 这 等 ， 

机 再 宙 武 汉 大 学 路 见 可 教 刘 主 审 。 武 汉 术 学、 北京 大 学 、 南 开 
大 学 ,吉林 大 学 ,南京 大 学 、 上 海 师 范 大 学 ,西南 师范 学 院 , 四 川 师 
范 学 院 、 四 川 大 学 的 同志 套 加 了 审查 ， 他 们 提出 了 许多 宝贵 的 膏 
见 ,在 此 由 示 户 心 感谢 。 特 出 是 政见 可 部 授 趟 翌 其 频 , 汶 编者 复审 
修改 了 全 部 荡 伟 ， 使 原稿 得 到 了 很 太 改 进 ， 编 者 对 翁 的 这 种 负责 
精神 卖 示 族 佩 和 学 习 。 

本 书 初 稿 萌 经 四 川 大 学 消 保 归 载 授 和 导 纪 清 、 张 茂 学 丙 同 志 
审阅 ， 也 在 此 一 并 政 许 ， 

但 限于 编者 水 平 ， 课 误 之 处 仍然 难免 ， 克 请 读者 提出 来 批评 
#8 正 ， I 


编者 于 四 川 天 学 数学 条 
1978.0. 
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引 富 . 


我 们 知道 ， 在 解 实 系数 一 元 二 次 方程 
ar:+hbr+re—D(u0) 

时 ,如果 判别 式 如 一 49c< 之 0, 就 会 遇 到 负数 开平 方 的 问题 ， 最 简 
单 的 一 个 例子 ， 是 在 解 太 程 

| 十 1 二 0 
册 ,就 会 遇 到 一 1 开平 方 的 问题 ， 

十 六 世纪 中 时 , 章 太 利 卡尔 开 (Cardan,1545》 在 解 三 次 方程 
时 ,首先 产生 了 人 负数 开平 方 和 的 思想 ， 他 把 40 看 作 5+ 一 15 与 
"5 一 YY 二 15 的 乘积 ,然而 这 只 不 过 是 一 种 纯 形 式 的 表示 而 已 ,当时 ， 
谁 也 说 不 上 这 样 表示 究 况 有 什么 好 处 ， 

为 了 使 负数 开平 方 有 意义 ,也 就 是 要 使 上 述 这 类 方程 有 解 ,我 
入 需要 但 一 次 扩大 数 系 ,于 是 ,就 引进 了 虚数 ， 使 实数 域 扩大 到 复 
数 域 ， 但 最 初 ,由 于 对 复数 的 有 关 概 念 及 性 质 了 解 得 不 清楚 ,用 它 
们 进行 计算 又 得 到 一 些 予 盾 ,因而 ,长 期 以 来 ， 人们 把 复数 看 作 不 
衣 接 受 的 “虚数 *， 直 到 十 七 世纪 和 于 八 志 纪 ， 随 着 徽 积 分 的 发 明 
与 发 展 ,情况 才 逐 渐 有 了 改变 ， 另 外 的 原因 ,是 册 于 这 个 时 期 复数 
有 了 儿 何 的 解释 ， 并 把 它 与 平面 向 量 对 应 起 来 解决 实际 问题 的 绿 
就 

关于 复数 理论 最 系统 的 领 述 ,是 由 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler) 作 
出 的 他 在 177Y 年 系统 地 建立 了 复数 理论 ,发现 了 复 指数 函数 和 
三 角 函 数 词 的 关系 ,创立 了 揽 变 函数 论 的 一 些 基 本 定理 ,并 开始 把 
-它们 用 到 水 力学 和 地 图 制图 学 上 ， 用 符号 和" 作为 姬 数 的 单位 , 电 
是 他 首创 的 ， 此 后 ， 复 数 才 被 人 们 广泛 承认 和 使 用 , 


在 复数 域内 考虑 问题 往往 比较 方便 ， 例 如 , 一 元 % 次 方 御 
aor 十 让 1 省 二 十 在 和 十 下 一 和 2 天 0 
其 中 系数 ,el .as 都 是 复数 ,在 复数 域内 恒 有 解 ， 这 就 是 著 
名 的 代数 学 基本 定理 , 它 用 复 变 函 数理 论 来 证 明 ,是 非常 简洁 的 ， 
又 如 ,在 实数 堪 内 负数 的 对 数 无 意义 ， 而 在 复数 域内 ,我 们 就 可 以 
定义 负数 的 对 数 . 

在 士 无 世纪 ， 复 变 函 数 的 理论 经 过 共 国 数学 家 柯 本 
(Cauchy) ,德国 数学 家 黎 曼 (Riemann) 和 维尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass) 的 巨大 努力 ,已 经 形成 了 非常 系统 的 理论 ， 并 且 深 刻 地 渗 
入 到 代数 学 ,解析 数论 ,微分 方程 . 构 率 统计 ,计算 数学 和 拓扑 学 等 
数学 分 支 ; 同 时 , 它 在 热力 学 、 菠 体力 学 和 电学 等 方面 也 有 很 多 的 
应 用 . 

二 十 坦 纪 朗 来 , 复 变 函数 已 被 广泛 地 应 用 在 理论 物理 .弹性 理 
论 和 天 体力 学 等 方面 ， 与 数学 中 其 它 分 支 的 联系 也 日 益 窗 切 ， 致 
使 经 典 的 复 变 函数 理论 ,如 整 阔 数 与 亚 纯 前 数理 论 .解析 卫 数 的 边 
值 问题 等 有 了 新 的 发 展 和 应 用 。 并 且 ,还 开辟 了 一 些 新 的 分 支 , 姬 
复 变 函数 逼近 论 , 黎 曼 曲面 . 单 叶 解 析 函 数论 .多 复 变 函 数论 .广义 
解析 函数 论 和 拟 保 形变 换 等 ， 另 外 ， 在 种 种 卸 象 空间 的 理论 中 ， 复 . 
变 函 数 还 常常 为 我 们 提供 新 思想 的 模型 ， 

复 变 函 数 研 究 的 中 心 对 象 是 所 谓 解析 函数 ,因此 , 复 变 函数 论 
又 称 为 解析 画 数论， 简称 消 数 论 ， 

复 变 函数 是 我 国 数学 工作 者 从 事 研 究 最 早 也 最 有 成 效 的 数学 
分 支 之 一 。 我 国 老 一 斐 的 数学 家 在 单 复 变 函数 及 多 复 变 国 数 方面 
做 过 许多 重要 的 工作 ,不 少 成 果 均 已 达到 当时 的 国际 水 平 ， 而 今 ， 
在 他 们 的 热忱 帮助 下 ， 我 国 许多 中 青年 数学 工作 者 ， 正 在 健康 成 
长 ,不 少 人 已 在 数学 的 各 个 领域 中 做 出 了 许多 优异 的 成 绩 , 


第 一 童 ”复数 与 复 变 函 数 


复 变 函数 就 是 自 变 量 为 复数 的 函数 .我 们 研究 的 主要 对 象 ， 
是 在 某 种 意义 下 可 导 的 复 变 范 数 ， 通 常 称 为 解析 国 数 ， 为 建立 这 
种 解析 函数 的 理论 基础 ,在 这 一 章 中 ,我 们 首先 引入 复数 域 与 复 平 
面 的 概念 。 其 次 引入 复 平 面 二 的 点 集 , 区 域 . 约 当 曲 线 以 及 复 变 阔 
数 的 极限 与 连续 等 概念 ， 


5 1， 复 数 
1。 复数 域 形 如 


2 二 二 iy 或 2 二 zr 十 yt 
的 数 ， 称 为 复数 ， 共 中 x 和 y 是 任意 的 实数 ，i 合 于 于 = 一 1 称 
为 订单 位 ， 实 数 > 和 y 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 , 常 记 为 
r=Rez, y=]1meg, 

上 复数 2z1 二 zi 十 iyi 及 3 一 42 十 iy2 相等， 是 指 它们 的 实 部 与 实 
部 祖 等 ,万 部 与 政 部 相等 , 即 
. 罗 1 十 1 一 出 ?十 站 
必须 且 只 须 

1 i= Ya, 

虚 部 为 零 的 复数 就 可 看 作 实 数 , 即 z+i"0=x; 因 此， 全 体 实 
数 是 爹 体 复数 的 一 部 分 ， 特 别 ,0 +i,0 二 0， 

碰 部 不 为 零 的 复数 称 为 虚数 ， 实 部 为 零 且 虚 部 不 为 零 的 复数 
称 为 纯 虚 数 ， 

复数 x+iy 和 zx 一 iy 称 为 互 为 共 谣 复数 , 即 xz+iy 是 z+ 一 iy 
的 共 斩 复 数 ,或 x 一 阔 是 zY+ y 的 共 斩 复数 .复数 s 的 共 忽 复数 常 


ss 3 + 


记 为 5， 于 是 
人 二 十 

对 于 这 样 定 光 的 复数 ， 我 们 必须 规定 其 运算 方法 ， 由 于 实数 
是 复数 的 特例 ,规定 复数 运算 的 一 个 基本 要 求 是 ,复数 运算 的 法 则 
施行 于 实数 特例 时 ,能 够 和 实数 运算 的 结果 相符 合 , 辣 时 也 要 求 复 
数 运算 能 够 满足 实数 运算 的 一 般 定律 , 

复数 的 加 ( 减 ) 法 可 按 实 部 与 实 部 相 加 ( 减 )， 虚 部 与 虚 部 相 加 
‘ 减 )， 即 复数 二 21 十 i425 二 X21y2 相 加 ( 减 ) 的 医 则 是 ， 

321 十 22 一 《I 土 2) 十 让 YY1 土 y3)， 
结果 仍 是 复数 。 我 们 称 复数 z:+ zs 是 复数 zi 与 2 的 和 ， 称 复数 
z1 一 和 是 复数 zi 与 2 的 差 ， 

复数 的 加 基 遵 守 诡 换 律 与 结合 律 ,而 且 减 基 是 加 法 的 半 运 车， 
这 些 都 很 容易 验证 ， 

两 个 复数 zi=w1Tiyi1 及 zs 一 msfiys 相 且 ,可 按 多 项 式 乘法 
法 巾 进行 ,只 须 将 结果 中 的 主 换 成 一 1 即 

342 一 【和 1 人 2 VI) + RY Yt2), 

结果 仍 是 复数 ,我们 称 它 为 z1 与 sz 的 积 . 

也 易 难 证 ， 复 数 的 乘法 遵守 交换 律 与 结 念 律 ， 且 遵守 乘法 对 
于 加 法 的 分 配 律 

两 个 复数 2 一 Stiyl 及 2 一 322 下 ty 相 除 (除数 天 0) 了 时 ， 可 先 
把 它 写 成 分 式 的 形式 ,然后 分 子 分 母 同 恢 以 分 母 的 共 轿 复数 , 肯 进 
行 简化 ， 郧 


于 = ti (#0), 
结果 仍 是 复数 ， 我 们 称 它 为 #1 与 纪 的 商 ， 这 里 除法 是 莱 法 的 道 

全 体 复 数 并 引进 上 述 运 算 后 就 称 为 复数 域 ， 在 复数 域内 ， 我 
们 吝 知 的 一 团 代 数 恒 等 式 ， 如 象 


qi—bi=(g+b)(a—b), 
-abt=(a—b)(g :+db+b) 
声 等 ,仍然 成 立 ， 实 数 域 和 这 数 域 都 是 代数 学 中 所 研究 的 “ 域 " 的 
实例 .和 实 狐 域 未 局 的 有 是， 在 复数 域 中 不 能 规定 复数 的 大 小 ， 事 
实 上 , 若 有 公立 数 那样 的 大 小 关系 ,由 于 非 零 实 数 的 平方 大 于 零 ， 
而 i 闻 0, 则 应 有 - 认 之 0, 即 一 1>0, 这 是 不 可 能 的 ， 

2. 复 平 面 ”一 个 复数 sw 二 iy 本 必 上 由 一 对 有 序 实数 
《zy) 了 瞧 一 确定 ， 于 是 能 铝 建 立 平面 上 全 部 的 点 和 全 体 复 数 间 
一 一 对 应 的 关系 ， 换 名 话说 ,我 们 可 以 借助 于 横 坐 标 为 , 纵 坐 标 
为 y 的 点 来 表示 复数 sz 二 z+iy( 图 1.1). 

由 于 xz 轴 上 的 点 对 应 着 实数 , 故 * 轴 称 为 实 轴 ; y 输 土 的 非 
原点 的 点 对 应 着 纪 虚 数 ， 故 y 轴 称 为 左 轴 , 这 样 表示 复数 z 的 平 
醒 称 为 复 平 面 或 z 平面 。 


图 1.1 图 1.2 


引进 了 复 平面 之 后 ， 我 们 在 “ 数 ” 和 “点 ”之 间 建 立 了 联系 ,以 
后 在 及 究 复 变 钞 数 时 , 常 可 异 助 于 几 何 直观 ,还 可 采用 几何 术语 . 
这 世 为 复 变 函 数 应 用 于 实际 提供 了 条 件 ， 丰 富 了 复 变 函 炊 论 的 内 
容 。 为 了 方便 起 见 ,今后 我 们 不 再 区 分 " 数 ” 和 "点 "、“ 数 集 " 和 “成 
集 ”, 说 到 “点 ”可 以 指 它 所 代表 的 * 数 ”， 说 到 “ 数 " 也 可 以 撕 这 个 数 
代表 的 “ 忘 "， 例 如 ,我 们 当 说 “高 1 二 记 ，“ 顶 点 为 zzayo 的 三 角 
P| 


形 "等 等 . 

在 复 平 面 上 ， 从 原点 到 虐 * 熏 4+iy 所 引 的 向 量 与 这 个 复数 
# 也 构成 一 一 对 应 关系 (复数 0 对 应 着 等 向 里 )， 这 种 对 应 关 壮 使 
复数 的 加 ( 沽 ) 流 与 向 量 的 加 ( 减 ) 法 之 间 保 持 一 致 . 

例如 , 设 寻 一 ZiT+iyt 52 二 52 十 iy2, 则 

gi go Ti 二 

贝 图 1.2 可 以 看 出 ,s + zs 所 对 应 的 向 是， 就 是 zs: 所 对 应 的 向 量 
与 2 所 对 应 的 向 量 的 和 向 量 . 

又 如 ， 将 25 一 2 天 成 2 + (一 2), 可 以 看 出 ，21 一 2 所 对 应 的 
向 量 就 是 2 所 对 应 的 向 量 与 (一 %*3) 所 对 应 的 向 量 的 和 商量 ,也 就 
是 从 2 到 2 的 向 量 ( 图 1.3)。 


图 1.3 图 1,4 


例 1.1 考虑 一 条 江 斩 上 的 水 在 茶 时 刻 的 流动 。 假 定 在 江 闸 

上 取 好 一 些 标 系 x07, 我 们 把 江面 上 任意 一 点 了 的 速度 5? 的 两 个 
分 量 记 为 ws 与 0;, 则 我 们 可 以 把 速度 向 量 + 写 成 复数 (图 1.,4) 

| Y= 十 44y 

: 人 们 经 过 长 期 的 模 索 与 研究 发 现 ,对 于 很 多 的 平面 问题 (如 流 

体力 学 与 弹性 力学 中 的 平面 问题 等 ) 来 说 ， 用 复数 及 复 变 孙 数 作 
工具 是 十 分 有 效 的 ， 这 正 是 由 于 复数 可 以 表示 平面 向 草 的 缘故 ， 

3， 复数 的 模 与 辐 衣 ”表示 复数 5 的 位 置 ,也 可 以 情 助 于 点 2 


已 籽 和 


的 极 坐标 "和 8 来 确定 (图 1.1)。 

上 面 我 们 用 向 量 02 来 表示 复数 == 和 + iy, 其 中 *,y 须 次 等 
于 -02 沿 了 办 与 y 轴 的 分 最. 向量 02 的 长 度 称 为 复数 z 的 模 或 
绝对 值 ,以 符号 1z| 或 ? 表示 ,因而 有 

r=|s|=V r+ yi>0, 

且 1z|=0 的 充 要 条 件 是 一 0。 
这 里 引进 的 模 的 概念 与 对 于 实数 的 绝对 值 的 概念 是 一 致 的 。 由 于 
复数 * 的 模 1z| 是 非 负 实 数 ,所 以 能 够 比较 大 小 。 

根据 图 1,1, 我 们 有 不 等 式 


isj le, |y | 1s| stil+ iyl, (1.1) 
根据 图 1.2， 我 们 有 不 等 式 
lat+ zz || 十 2， (1.2) 
(三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 } 
它 称 为 三 角 不 等 式 . 
此 外 ,根据 图 1.3, 我 们 还 有 不 等 式 
ES (1.3) 


(三 角形 两 边 之 盖 小 于 第 三 边 ) 
{1.2) 及 (1,3) 中 等 号 成 立 的 几何 意义 是 ;复数 941,32 所 表示 的 两 个 
向 县 共 线 且 同 向 . 
由 图 1.3 可 见 ，|121: 一 2 囊 示 点 2 与 点 2 的 距离 , 记 为 
d{z1, 22) = |#1— 22l, 
二 复数 差 的 模 的 这 个 几何 意义 是 非常 重要 的 ， 它 还 可 以 借助 解析 
几 有 中 两 点 间 的 距离 公式 用 解析 方法 得 出 ， 
[a1—z2|= [Cr tiy)— (ra iys)| 
=Y (tp) ttyi— y2) -> 
实 躺 正 向 到 非 零 复数 =z 十 iy 所 对 应 的 向 是 0z 间 的 夹 角 
6 全 于 


tgg 一 之 ， 
称 为 复数 z 的 辐 角 (Argument) , 沁 为 
日 一 和 TS23。 
我 们 知道 , 任 一 非 零 复数 x 有 无 穷 多 个 辐 角 , 邻 以 argz 表 其 
中 的 一 个 特定 证 ， 并 称 合 条 件 


AAT (1,4) 
的 一 个 为 Argz 的 主 值 ,或 称 之 为 z 的 主 辐 角 、 于 是 
8 一 上 fg2Z 一 te5 十 2 A, {1.5)- 


《天 一 0 十 1, 士 2，) 
注意 当 z=0 时 , 辐 角 无 意义 , 


当 arg z(zz0) 表 = 的 主 辑 角 时 , 它 与 反正 切 Arctg 交 的 主 什 


arctg 之 有 如 下 关系 (图 1.5,1.6)， 


arc tg 二 (>0), 

也 (=0, y 0), 
Rrg z= arc tg +r(r<0, YP0), 
《2301 y 

arc tg (Te, yO), 


x 
一 到 【yy 一 DYyY<0) 


” 黄 中 


Er 了 站 - 
| < arc tg 和 
例 1.2 求 Argf2 一 2 们 下 Arg( 一 3 十 4 人 
解 和 Argf2 一 2 4) =arg(2—2 +2 kw 


在 内 惠 . 


一 arc tg -+ kx 


= 一 了 +2 Rr. 


{《 玉 =, 士 1, 十 2, ) 
Arg(—3T+4i)=arg(—3+4i)+2 Ex 


一 有 TYC te 十 天 十 全 用 


{2 RR+1)x—arc tg 导 ， 


《真一 0 十 1 土 2， 
例 1.3 已 知 流体 在 某 点 玉 的 速度 "一 一 1 一 祈求 其 天 小 和 方 
向 . 
解 大 小 ，|vi=V23 
Tx 


方向 : arg v=&rc tg =— 一 


有 具 直角 坐标 与 极 坐 标的 关系 ， 我 们 可 以 用 复数 的 模 与 辐 角 来 
表示 非 零 复数 * , 即 (由 图 1.1) 

z=r(cos 0+i sin 9), (1.6) 

特别 , 当 7?==1 时 有 


Z 一 CO05 +ising, 


这 种 复数 称 为 单位 复数 . 
我 们 引出 热 知 的 欧 接 全 式 ( 需 看 本 书 第 二 章 § 2)， 
eo—cos p+ising, {1.7) 
并 且 容 易 验 证 | 
edigil— etes), . 
Bi! 一 eeo， {1.8} 
ei 


利用 公式 (1.7) ,就 可 以 把 (1.6) 改 写成 
2 一 了 et (1.9) 
我 们 分 别称 (1.6) 及 (1.9) 式 为 非 零 复数 4 的 三 角形 式 和 指数 
形式 ， 并 称 z=z+iy 为 复数 的 代数 形式 ， 复 数 的 这 三 种 表示 
法 ,可 以 互相 转换 ,以 适应 讨论 不 同 间 题 时 的 需要 ， 且 使 用 起 来 各 
.有 共 便 . | 
例 1.4 


a 


1+i—=Yy2 (eos + sin¥)=v 2e4 } 


i=1 ( cos 三 + sin3)=eY 
2 2 ~ ! 


i=1'(cos + isin 0) = eiy 
一 2 一 24c08T + isin x)—2 e™i, 


-3i= 引 cos( 一 他) + sin( — 子 )|=3e" 
例 1.5 将 复数 
l—coswtisinp( 0 oer) 


| 出 


化 为 指数 形式 ， 


解 原 式 =2 sin +2 isin- os 


- I 


=2 sin®| sine +icos® 

=2 sinF| sin® +icosg| 

一 信 x PY,; Pp 
一 人 sing| cos(3 ) + isin(3 2 )] 
2 sinZe (# 


利用 复 孝 的 指数 形式 作 科 除法 较 简 单 。 国 由 (1.8) 可 立 得 
S122 Te re re te, 


EP 712 一 -人 ee- ， 《二 ,10 
Zo rae Ts 


所 以 jaizal=lalialb,| 生 = C220), (1.11). 


Arg(z132) 一 各 IgE 41+ Arg 2, 
| 《IT.12). 


Arg 寻 = rg2i1 一 起 rg22. 


公式 (1.10) 的 第 一 式 说 明 ,#1z 所 对 应 的 向 量 是 把 z 所 对 应 
的 问 基 伸缩 "= 13:| 倍 ,然后 再 旋转 一 个 角度 而 =ar gzsz 得 到 的 
《图 1.7)。 竺 别 是 , 当 1zs|=1 时 ,只 项 旋转 一 个 角度 0, 二 arg zs 就 
行 了 。 这 就 是 说 ,以 单位 复数 乘 任 何 数 ,几何 上 相当 于 将 下 数 所 对 
应 的 风量 旋转 一 个 角度 . 


特别 ,iz 相当 于 将 z 所 对 应 的 向 量 0z 沿 反 时 针 方 向 旋转 


mw|} 


注 在 复 平面 上 , 一 直线 线 
其 上 一 定点 旋转 ， 可 有 两 种 旋转 
方向 ,一 种 是 “ 北 时 针 ” 的 ,一 种 是 
“ 顺 时 针 ? 的 。 按 人 惯例， 我 们 规定 … 
道 时 针 方 向 旋转 的 角度 为 正 ， 其 
时 针 方 向 旋转 的 角 许 为 负 。 


让 了 所 


上 上 面 关子 辑 角 的 两 个 等 式 ， 两 边 各 足 无 穷 多 个 数 ( 角 度 ) 的 数 
集 . 讽 如 ， 设 站 .12) 第 一 个 等 式 有 边 
. 
由 TE 21 一 | 过 + nz ot? 


Arg 2 一 | 二 2mz| y 


询 一 站 十 


则 专 边 


Arg SS3 < + 2 zj 


FET DT 
(1.12) 的 第 一 个 等 式 意 昧 车 ,在 等 式 左 边 取 由 一 个 数值 (相当 于 联 
定 一 个 值 ) ,等 式 右 迪 也 可 以 相应 地 分 别 找 出 名 与 4 的 值 ,使 得 
右边 的 和 数 等 于 左边 之 值 ; 反 过 玉 , 也 对 ， 

注意 公式 (1.12) 的 Args 可 以 换 成 args, 介 args 应 理解 为 
辐 角 的 某 个 畦 定 值 ,不 必 是 主 值 ;者 均 理 解 为 主 值 , 则 两 端 允许 相 
莽 2 x 的 整 售 数 ， 即 有 


(1.12)" 


arg212s — argat 上 atrg So 十 2 RIT, | 


人 2 
arg—!—~arg21— argsz + 2R2x, 
23 


其 中 Ri Ra 各 表 某 个 适当 将 数 ,arg2 表 主 值 
。 例 1,6 对 于 复数 <. 有 , 若 <8=0, 则 ae.B 至 少 有 一 为 零 
试 证 之 . 

证 车 a8=0; 则 必 |e8| 一 9, 因而 

ie1181 一 %， 

由 实数 战 中 的 对 应 结果 知 |2| .|| 至 少 有 一 为 零 ， 所 以 .有 至 少 
有 一 为 堆 ， . 

4， 复数 的 浅 者 与 方 根 ”作为 有 积 的 将 例 ,我 们 考虑 非 零 复数 
z 的 正 整数 次 宕 所 , 它 足 x 个 相同 国 予 的 乘积 ， 设 2=re”*, 则 


多 一 6 一 COS hosin md) ... . 


和 和 9 


当 r=1 时 , 则 得 德 摩 弗 (De Moivre) 公 式 
(cos giisind)"*—cos 天 有 十 Sin np 
未 非 委 复数 3 的 % 次 方 要 ,相当 于 解 二 项 方程 
WW? 二 % tga i (1.13) 
记 其 根 的 总 体 为 多 #， 下 面 我 们 来 求 它 | 
设 sere ; 岂 二 Pe”, 则 (1， 1 
De" 一 了 et ， 
从 而 得 两 个 方程 
p=7 ,n= +2ks, 


Pp 一族 7 了 ( 取 算术 根 ),p9 一 2 下， 


因此 3 的 %# 次 方 要 为 

w= 2), = re i 

ee (1.14) 
这 里 表面 上 可 以 取 0 ,十 1, 十 9…, 但 实际 上 内 要 取 角 =0,1,…， 
# 一 1 就 可 得 出 (1.13) 的 总 共 如 个 不 同 的 根 ， 所 以 记号 久 5 与 
记号 ( 沁 2 )t=0,1,2,…;% 一 1) 是 一 致 的 ， 
现在 ， 我 们 将 (1.14) 表 为 oe 

.wi 2 l=€ 四 * to, 
其 中 ws 二 放 了 ee 为 了 在 复数 平面 上 表 东 多 全 的 不 同 值 
wx 可 由 wo 依次 绕 原 点 旋转 


wg 2 之 下 
本 12: ;3 


但 当下 取 到 % 时 ， 了 又 与 wo 重合 了 。 政 非 零 仇 数 ? 的 % 深 方 根 共 
有 个， 它们 洪 申 心 在 原点 、 兴 径 为 尹 7+《 取 算术 根 ) 的 加 周 均 
与 地 分 布 着 ， 即 它们 是 内 接 于 该 圈 周 的 正 2 角形 的 * 个 顶点 (图 
1.8 是 n=6 的 情形 )， < 


晤 了 3 电 


例 1.7 求 cos30 及 
sin3 用 cos6 与 sing 表示 了 锥 ' 
式 子 . 

解 ”由 德 摩 邦 公式 
COSIO + isindd = (cos0 + ising)s 
=cost + 3icosigsind 

— 3cosgsind — isint, 
因此 cos394=c0s:0—3c0s0sin’# 

一 4cos30 一 3cos0， 


sin30= 3cos0sing — sin3g 
一 3Simng 一 4sin30， 


例 1.8 计算 关 一 8， 
解困 一 8 一 8(cosr +isinr) 酌 
(区 一 有 ,一 PB cos 二 2 tisine tI) 
(k=0,1,2) 


当 关 一 0 了 时 ，《〈 疡 一 8)6 一 Seos 芝 + jsin 至 ) 


=2(F + i )=1+V 3 
当天 = 了 时 ，( 8 =2(cosn +isinr)= 28 
当 居 一 2 肘 ，( 多 一 8 ) 一 2 (cos ee + jsin < 


一元 (eos —isin 所 ) 
3 3 


=1—y 3i, 
注 在 实数 域内 ,规定 一 8 的 三 次 方 根 为 一 2, 即 规 定 久 一 3 
= 一 多 8 一 2。， 这 时 多 一 8 就 只 取 上 述 三 值 之 一 的 实 全 
(BT— 8),, 


se lds 3 


上 共生 复 数 设 z=Y+iy, 则 = 的 北 二 揽 数 为 二 = 一 订 
|al=|]#|, Argz—=—Args (1.15Y 

这 表明 在 复 平面 上 ,2 与 5 两 点 对 于 实 轴 是 对 称 点 ， 

我 们 也 容易 验证 下 列 公式 ， 

(1) RY 二 3 1 士 22 一 广 ! 十 2, 


(2) 2122 一 SB1E4 (和 2)= (ss0). 
2 十 名 -一 已 
2 
(4) 设 吾 (ape 表示 对 于 复数 4,8,c,:…: 的 在 一 有 理 
运算 ， 间 


ia| 


(3) jj:1:=22,Resz=— nt Imz 一 


下 (4Dc vv) 一 五 (5， bp,E,+. *)， 
攻 练 , 妇 话 地 运用 这 些 简 单 公式 ,对 化 简 计 算 、 解 答 问题 都 会 
带 来 方便 . 


例 1.9 求 复数 
w= 了 二 (复数 > 关 11 
的 实 部 . 虚 部 和 模 ， 
解 (1》 因 为 
y=)(1 53) 1 e351o—3 
-2 (Ia)(l—#) |1i—af? 
一 1 二 2 me 
sz 
扬 以 
1 1z|? _ 2TIms 
Rew= TT a] Imiw= ji 一 5 
(2) 因为 


® 15 的 


[wl2== ww = 


1 To Ti 
1 十 1z[? 十 2 Res 
加 | 工 一 3 
所 以 
_Vy 1+lza|l 二 2Rez - 
例 1.10 设 :1 及 2 是 两 个 复数 , 试 证 
12 十 so| > 一 | 2112 二 1z2|2 汪 2 人 SCz152)， 


并 应 用 此 等 式 证 明 壮 角 不 红 式 (1,21， 
证 12 十 83 一 《SI 二 Za) (21+ 22) 
—(21+%2)( R11 22) 
二 S181 十 Loz 二 8122 十 多 12 
=|z1|?t |s2]? + oa2 21 再。 
一 |2112 22]?+2 Retzza), 
其 次 ， 由 是 证 等 式 以 及 
Relz122)<|212s| = 121|l#2l 
就 可 导出 三 角 不 等 式 - {1.2). 
例 1.11 车 1a1<1， 和 | 所 1， 放 证 
一 ] 
全 Lt 


证 两 端 平方 ,比较 | 全 
与 11 一 858] 的 大 小 ， 由 上 例 可 知 
la—bl2=|al?+|8!2—2 Recab), 
11—#b|:=1+|al*lD1:—2 Re(a5), 
网 I=|1 一 8&5! 一 [labl* 
=1+ 1al2lol:—lal: 一 | 


[A 


， 即 比 加 


» 16* 


1 ,1+3 i 


妆 l a 一 BD|? 


= (一 Ial2201 一 二 19). 
由 假设 “a 中 ， 入 | 之 1， 则 了 之 90， 鼓 得 证 ， 
复数 在 几何 上 的 应 
用 举例 ”下面 我 们 举例 说 明 
两 方面 的 问题 ， 怎 样 用 复数 
所 让 全 的 方程 (或 不 等 式 ) 来 
刻 划 适合 荣 种 几何 条 件 的 平 
面 图 形 ; 怎样 从 复数 所 适合 
的 方程 (或 不 等 式 ) 末 确定 平 
面 图 形 的 特征 . 
(1) 曲线 的 复数 方程 
例 1.12 连接 #1 及 4 两 点 的 线段 的 参数 方程 为 
3 二 21 十 就 2 一 SI) 
(O01), 
过 各 及 2 两 点 的 直线 〈 轿 1.8 ) 的 参数 方程 为 
S81 TA 一 21) 
(t+), 
由 此 可 知 ， 三 点 和 ,22,83 基 线 的 充 要 条 作为 


2 一 2 一 二 (为 一 非 零 实数 )， 


2 


例 1.13 z 平面 上 以 原点 为 心 ， 且 为 半径 的 圆周 的 方程 为 

i%1= 县 
2 平面 上 以 z 关 0 为 心 ， 互 为 半径 的 圆周 的 方程 为 

1z 一 204 一 瑟 。 
2 平面 二 实 轴 的 方程 为 Ims 一 0 
虚 轴 的 方程 为 ”Rez=0, 

注 “由 求 慌 习题 (一 )7.8、10 可 见 ， 直 线 和 圆周 等 平面 曲线 

皆 可 用 多 种 形式 给 出 其 方 得， 


En 


s FF + 


图 1.10 
{2) 应 用 复数 证 明 几 何 问 题 
例 1.14 求证 ， 三 个 复数 1 os 2 成 为 一 等 过 三 蟹 形 三 
顶点 的 充 要 策 件 ， 是 它们 适合 等 式 
训 了 十 名 于 十 3 一 3228 十 5321 十 F122, _ 
证 入 #122%s 是 等 边 三 角形 的 充 惨 条件 为 ;向量 218; 线 21 旋转 
训 或 一 也 即 得 向 县 z17; 也 就 是 


.3 
39 一 名 1 二 (22— 21)e 8! 


即 
号 3 一 总 _1 ,1 3 i 
zi—21 2 2 ” 
邯 
和 3 21 1 LY3 i 
Zo— 31 2 ”3 ? 


两 端 平方 化 简 ， 即 得 
3239 十 23 十 832 gog3 路 Zl 十 名] 
例 1,15 还 明 三 角形 的 内 角 和 等 于 式 . 
证 没 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 为 zl, za,ss5 对 应 的 三 个 顶 角 
分 别 为 a,8,yY。 于 是 


| 


oarg , 


Zs 21 
B=arg 2 一 22 
21 一 53 
-| 
一 3T 
?一 ar85 ae. 
天 于 图 1.11 


2 一 襄 1 Me] Ep ,1 2Z3 


二 一 1 
六 3 一 1 它 2 232 一 人 3 
+ rt 
禄 据 公式 (1 .12)"， 
Eo 2 i 品 1 一 
arg— + arg e+ arg 
3 一 交 1 高 1 一 旋 呈 2 


一 argt 一 1) 二 2Rr 一 T 十 28T (为 基 个 整数 )。 
出 很 庶 0<a<r0< 朋 <:0<2 二 工 . 所 以 
0<Q 十 有 开关 3 
页 这 有 一 0, 因 而 二 月 二 一 


§ 2。 复 平面 上 的 点 集 


我 们 在 上 节 中 提 到 过 的 复 平面 上 的 线段 .直线 和 辐 周 等 都 是 
复 平面 上 的 点 集 ， 今 后 ,我 们 的 研究 对 象 一 -解析 函数 ,其 定义 城 
和 值 域 都 是 复 平面 上 的 其 个 点 集 ， 

1. 平面 点 集 的 几 个 基本 概念 

定义 1.1 由 不 等 式 | 一 zo 之 p 所 确定 的 平面 点 集 (以 后 平 
面 点 集 均 简称 点 焦 ) ,就 是 以 0 为 心 ,以 p 为 半径 的 贺 , 称 为 点 z6 
的 6- 邻 域 ; 常 记 为 No(zo). 

定义 1.2 考虑 点 集 百 。 若 平面 上 一 点 zo( 不 必 属 于 巨 ) 的 任 
总 邻 域 都 有 瑟 的 无 穷 多 个 点 ， 则 称 zo 为 万 的 聚 点 或 极限 点 车 z。 
属于 瑟 , 但 非 百 的 聚 点 , 则 称 ze 为 吾 的 孤立 点 ;者 zo 不 属于 已 ,又 
非 巨 的 聚 点 ,出 称 zo 为 如 的 外 点 ， 


sa J 4 


定义 1.3 车 点 集 吾 的 每 个 诊 点 幽 属于 驯 , 则 称 忆 为 闲 集 ; 若 
上 局 集 五 的 点 ?0 有 一 邻 域 金 含 于 吾 内 , 则 称 zo 为 吾 的 内 左 ; 若 点 集 
五 的 虚 蕴 为 内 点 , 则 称 召 为 开 集 ; 车 在 点 az 的 任意 邻 瑾 内 ,同时 有 
属于 点 集 玉 和 不 属于 召 的 点 , 则 称 zo 为 的 边界 点 ， 点 舍 召 的 金 
部 边界 点 所 组 成 的 点 集 称 为 户 的 边界 . 

点 集 五 的 边界 常 记 成 3E， 

定义 1,4 若 有 正 数 型 ,对 于 点 集 吾 内 的 点 z 和 皆 合 |z| 委 型 ， 
即 游 五 金 含 于 一 国之 内 , 则 称 百 为 有 界 集 ,否则 称 启 为 无 界 集 ， 

2 区域 与 约 当 (Jordqan) 曲 线 ” 复 变 国 数 论 的 基础 几何 概念 : 
之 一 是 区 域 的 搬 念 . 

定义 1.5 具备 下 列 性 质 的 非 空 点 集 吃 称 为 区 域 ， 

(1) 号 为 开 集 . 

(2) 马 中 任意 两 点 可 用 金 在 了 中 的 折线 连接 (图 1.12). 

定义 1.6 区 域 马 加 上 它 的 边界 C 称 为 闭 域 ; 记 为 

B=D+oa. 

注意 ”区 域 都 是 开 的 ， 
不 包含 它 的 边界 点 . 

例 T.16 试 证 ;点 集 占 
的 边界 95 是 采集 . 

< 证 设 z 为 6 的 聚 
点 ， 取 zz 的 任意 e 邻 域 
和 ss) 则 存在 zo 天 #) 使 得 

图 1.12 NA(2)3a0Ed0B. 在 N.(z) 

内 能 画 出 以 2 为 心 ,充分 小 半径 的 图 ， 这 时 由 soEe 召 可 见 ,在 
此 圆 内 属 于 五 的 点 和 不 属于 如 的 点 都 存在 . 于 是 , 在 N.(#) 内 
山 于 名 的 点 和 不 属于 玉 的 点 都 存在 . 故 2E08. 因此 8 是 闭 集 . 

应 用 关于 复数 * 的 不 等 式 来 表示 z 平面 上 的 区 域 , 有 时 是 很 


a 呈 站 让 


方便 的 ， 
例 1.17 :平面 上 以 原点 为 心 ; 为 半径 的 贺 ( 即 癌 形 区 
域 )， 


1 2 < 五 ， 
以 及 z 平 面 上 以 原 虚 为 心 ， 瑟 为 半径 的 闭 圆 ( 即 贺 形 闭 域 ): 
1z [所 琶 ， 


它们 都 以 园 周 ] # ] = 豆 为 边界 ， 且 都 是 有 界 的 . 
二 1.18 “平面 上 以 实 辐 Ins=0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
上 上 半 平 面 imz 盖 路 
及 下 尘 平 而 Imz<0. 
= 平面 上 以 虚 囚 飞 ee 一 0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
在 半 平 面 Res<0， 
右 半 平面 Rez 下 0. 
例 1.19 1.13 所 示 为 单位 加 周 的 外 部 含 在 上 六 # 平面 的 
部 分 ， 表 为 
人 人 
Imz>>0。 


图 1.13 图 1.14# 


例 1.20 图 1.14 所 示 的 带 形 区 域 表 为 
ylmac yy. 
例 1.21 图 1.15 所 示 的 同心 园 环 ( 邵 网 环形 区 域 ) 表 为 


* 1 . 


r<1zj< 


有 井 线 . 


[2 
y= y(t), 
图 1.15 或 由 复数 方程 
2 一 站 (站 十 和 (人 (ocitep) 
. “ 简 记 为 z==z( 站 ) 
所 决定 的 点 祭 口 , 称 为 平面 上 的 一 条 连续 曲线 . 


复 变 国 数 的 林 础 几何 概念 还 
定义 1.7 设 ( 幻 了 及 Y( 


是 实 变数 #1 的 两 个 实 阔 数 ， 在 半 


(oxi 6) 


(1.16) 


《1.16) 称 为 避 


的 参数 方程 ,z(a) 帮 2 有 ) 分 别称 为 妃 的 起 点 和 终点 : 对 满足 4 过 
上 < 忆 朋 ;2 有 在 莹 同和 天 和 的 看 天 下: 当中 和) 一 3 有 抱 让 了 时 ,点 zt 
称 为 此 曲线 0 的 重点 ! 凡 无 重点 的 连续 曲线 , 称 为 简单 曲线 或 约 当 


曲线 ;z(a) =z(B) 的 简单 曲线 称 为 简单 闭 用 线 . 
简单 曲线 是 “平面 上 的 一 个 有 界 闲 集 . 


霓 如 , 线 妇 .图 强 和 扼 物 线 强 段 等 都 是 簿 单 曲 线 ; 贺 周 和 椭 吏 


周 等 都 是 简单 闭 有 曲线 . 
定义 1.8 设 连 续 弧 48B 的 参数 方程 为 
z=2(1), (ot Bp) 
任 取 实数 列 {1,}， 
a=to<ti<toe tt 8， 
并 且 考 虑 4B 统 上 对 应 的 点 列 ， 
Zn (和 (了 一 0 TI，2， 7 
将 它们 用 一 折线 &, 连接 起 来 ,@。 的 长 座 


一》 [2 一 2 人 (| 
j=} 


二 


《1.17) 


如 果 对 于 所 有 的 数列 (1.17) ,7 有 上 界 , 则 4 了 3 强 称 为 可 求 长 的 
上 确 界 鞋 王 sup 称 为 4B 强 的 长 度 . 

定义 1.9 设 简单 (或 简单 六 ) 曲 线 局 的 参数 方程 为 

&=- RE) 十 站 (a p), 

又 在 a 去 tf 所 上 ,x (站 及 y'( 和 ) 在 在 ,连续 且 不 全 为 零 @, 则 0O 称 
为 光滑 { 闭 ) 多 曲 线 . 
光滑 ( 闵 ) 曲 线 C 上 共有 韦 续 转动 的 切线 ， 

定义 4,1 ”由 有 限 条 区 滑 曲线 衔接 而 成 的 连续 曲线 称 为 运 

特别 ， 简 单 折线 是 逐 段 光滑 曲线 , 

逐 段 光滑 曲线 必 是 可 求 长 曲线 ， 但 简单 井 线 (或 简单 闲 曲 线 ) 
芥 不 一 定 可 求 长 . 

“ 例 1.22 设 简单 曲线 J 的 参数 方程 为 


T= wt)—# 1 
| isin—, t35<0 时 ， 
y=y(t) | 


0, t=0 讨 ， 
(C01) 
了 1 1 
,0) 
和 » TT » 
显然 a 22z 十 本 29r 十 可 ) 2 


莹 为 了 下 的 点 , 旦 连接 4 及 BB 两 点 线段 之 长 


HB /ll 
/( Ec Tua) ( 元 ) 


.2 证 3 2 


~ 1 1 ~ 1 
(2 at 二 )* 2 (2 + 2(% + 1) 


中 这 里 设 zz) 及 Ya) 为 右 导 数 1z7fB) 及 % 8) 为 左 导 数 ， 
多 ”对 于 光 谓 闭 曲 弘 ,除了 z(ta)= zs(B) 外 ,还 必需 有 #'(q9}=x 必 6) 及 ya)= 


YP) 


# 全 汪 


因为 江 二 是 发 散 的 ， 所 以 于 A 可 也 是 发散 的 ,从 而 知人 简单 曲 线 
n=1 #=1 


了 是 不 可 求 长 的 ， 
我 们 容易 看 出 , 圆 疝 |s|1= 吾 把 :平面 分 为 两 全 不 相 违 搂 的 区 
域 |#| 之 中 和 |z| 沁 证 ， 这 个 结果 是 下 面 所 谓 约 当 定理 的 特例 . 


图 1.16 


定理 1.1( 约 当 定 理 ) 任 一 简单 闭 曲线 C 将 z 平 面 唯一 地 分 
成 CO,IT(0) 及 (OC) 三 个 点 集 (图 1.16) ,它们 具有 如 下 性 质 ， 

(1) 彼此 不 交 ， 

(2) 1(0Q) 是 一 个 有 界 区域 ( 称 为 已 的 内 部 ); 

(3) 如 (CO)》 是 一 个 无 田 区 域 ( 称 为 C 的 外 部 )， 

(4)》 著 简单 折线 书 的 一 个 端点 属于 T(0)， 另 一 个 端点 属于 
吾 (0), 则 了 P 必 与 C 有 交点 ， 

此 定理 的 证 明 @ 虽 有 多 种 ， 但 都 包含 若干 拓扑 学 的 知识 和 术 
语 ， 非 简短 篇 幅 所 能 说 明 。 因 此 略 去 证 明 。 不 过 这 个 定理 的 直观 
意义 是 很 清楚 的 

治 着 一 条 简单 闭 曲线 有 两 个 相反 的 方向 ,其 中 一 个 方向 是 ， 
当 观 察 者 硕 此 方向 沿 前 进 一 周 时 ,0 的 内 部 一 直 在 C 的 左 方 , 即 
“ 逆 时 针 * 方 向 , 称 为 正方 向 ; 另 一 个 方向 是 ， 当 观察 者 顺 此 方向 沿 


钙 ” 甘 于 恕 为 闲 多 近 形 的 证 明 可 履 看 , 杨 宗 身 泽 , 近 居 数 学 和 概观 (第 三 册 1 第 37 页 ， 
1951 年 ， 中 华 书局 出 版 ， 


a 了 旦 。 


C 前 进 一 周 时,C 的 外 部 一 家 在 C 的 堪 方 , 即 “ 顺 时 针 ? 方向 , 称 为 
负 方 向 (图 1.16)， 

在 简单 六 曲线 C 的 内 部 1(0) 无 论 怎样 画 简 单 闲 曲 线 厂 , 则 症 
的 内 部 了 ( 夏 ) 必 全 含 于 1(C)， 这 一 性 质 的 一 般 化 , 即 是 

定义 1.11 设 思 为 复 平面 上 的 区 域 ， 营 在 D 内 无 论 怎样 划 
简单 闭 曲 线 ,其 内 部 仍 全 含 于 力 , 则 称 力 为 单 过 通 区 域 ， 非 单 连通 
的 区 域 称 为 多 连通 区 域 . 

简单 闲 曲 线 C 的 内 部 (0) 就 是 单 连通 区 域 ， 我 们 在 例 1.17 
至 例 1.20 中 所 列举 的 区 域 也 是 单 连通 的 ， 而 例 1.21 所 列举 的 加 
环形 区 域 , 7 之 1z| 之 请 (7 之 0, 五 + oo) 一 一 它 包括 去 心 的 居 (7 一 
9, 情 之 + 0)、 一 个 圆周 的 外 部 (>>0, 且 = + %), 去掉 原点 的 2 平 
而 (一 0 下 = +o) 三 种 特例 一 就 不 是 单 连通 的 ， 因 为 , 如 果 取 
六 为 阅 周 1z|=p(f<o< 旦 )， 它 的 内 部 就 不 能 全 含 于 这 个 圆 环形 
区 域内 (请 读者 自己 作 图 思考 ). 

注 小 实数 集 不 园 于 上 (下 )， 则 称 “广义 的 数 ”+ co( 一 oo) 为 
它们 的 上 (下 ) 界 .关于 这 些 * 广 义 的 ” 数 或 "无穷 的 " 数 ， 我 们 有 
~oo<+o 及 一 co<a<+oo， 

其 中 a 是 不 论 怎样 的 (有 限 的 ) 实 数 . 
符号 + co 和 一 oo 读 着 " 正 无 穷 " 和 “和 负 无穷 ”。 


§ 3. 复 变 函 数 


1. 复 普 函数 的 区 念 ” 复 变 函 数 的 定义 ,形式 上 和 数学 分 析 中 
单元 函数 的 定义 一 样 ,不 过 自 变量 和 沙 数 都 取 复 数值 (当然 也 包括 
取 实 数值 ). 

定义 1.12 设 殖 为 一 复数 集 , 车 对 吾 内 每 一 复数 :>， 有 了 唯一 
确定 的 复数 刀 与 之 对 应 , 则 称 在 上 确定 了 一 个 单 值 函 数 w 二 f(z) 
(z 握 吾 )。 如 对 吾 内 每 一 复数 =, 有 几 个 或 无 穷 多 个 几 与 之 对 应, 则 
称 在 上 消 定 了 一 个 多 值 函数 ww 二 了 (2)(zE 瑟 )， 加 称 为 靖 数 一 
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了 (z) 的 定义 域 。 对 于 已 ,由 值 的 全 体 所 成 集 一 称 为 因 获 加 二 六 (2) 


的 值 域 ， 
例 1.23 区 ==|#|; 如 二, 如 二 侣 及 
w= (1) 
均 为 # 的 单 值 国 数 : | 
w 一 《0 整数) 
及 久 一 和 由 [ 宫 3 《20 
询 为 # 的 多 值 尔 数 ， 


注 今后 如 不 特别 开明 ， 压 提 到 的 晴 数 都 指 单 值 晴 数 . 
设 思 = 了 (#) 是 定 训 于 点 集 下 上 的 前 什 或 多 值 序数 ,并 令 
Z 一 必 十 zy 如 一 下 十 褒 ， 
则 2” 名 随 *:y 而 确定 ,因而 妈 王 fs) 及 党 写 
划一 如 (yy (1.18Y 
其 中 (zy) 及 vtx,y) 是 二 元 实 国 数 ， 
如 将 5 表 为 指数 形式 z 一 ?7e ,函数 多 一 (8) 又 可 天 为 
w= P(r,0) +iQ(r ,0). 
例 1.24 设 函 数 世 二 2 十 2, 当 2 一 十 说 肝 风 可 以 写成 
僻 一 省 2 一 多 2 2T2 
因而 4x, 二 0 y 2 ) 2 ry 
当 z 王 re” 时, 妈 辽 可 以 写成 
功 一 72fcos2 有 十 isim 28) .+2 
因而 PCr, 们 一 YIc08 286+2， OQ(7,D) =risin 2 如。 
在 数 党 分 析 中 ,我 们 常常 把 阔 数 用 几何 图 形 表 示 出 来 ,在 研究 
菌 数 的 性 质 时 ,这 些 几 何 图 形 给 我 们 很 多 直观 的 帮助 ， 现 在 ,我 们 
就 不 能 借助 于 同一 个 平面 或 同一 个 三 维 空间 中 的 几何 图 形 来 表示 
复 变 说 数 ， 因 由 ( 民 .18) 式 ,f(z 十 iy) = 二 w++ 褒 , 要 描 出 名 一 f(z) 的 
图 形 , 必 须 采 用 四 维 空间 ,也 就 是 (4,9,%,y) 空 间 ， 为 了 避免 这 个 


a 2 = 


加 难 , 我 们 取 两 张 复 平面 ,分 别称 为 2 平面 和 ww 平 而 在 个 别 情形 
下 ,为 了 方便 ,也 可 将 它们 秋 成 一 张 平面 ,如 图 1.8)， 注 意 到 ， 在 
复 平面 上 不 区 分 “点 "和 * 数 ", 也 不 再 区 分 “点 集 ? 和 "“ 数 集 ", 我 们 把 
揽 变 函 数理 解 为 两 个 复 平面 上 的 点 集 间 的 对 应 (映射 或 变换 )， 具 
体 地 说 , 复 变 函 数 四 = 了 (5) 给 出 了 从 : 平面 上 的 点 集 刀 到 2 平面 
上 的 由 集 五 间 的 一 个 对 应 关系 (图 1,17)， 与 点 zE 吾 对 应 的 点 也 
二 J(z) 称 为 点 2 的 象 点 ,同时 点 = 就 称 为 虑 w= 了 (4) 的 原 象 为 
了 方便 ,以 后 也 不 再 区 分 函数 .映射 和 变换 , 


w= te} 


图 I.17 


必须 指出 , 象 点 的 原 象 可 能 不 只 一 点 , 例如 凤 一 绊 , 则 # 二 土 1 
药 象 点 殉 为 刀 =1;, 因 此 如 := 的 原 象 是 两 点 4 二 土 4. 

定 信 1.13 如 对 :平面 上 点 集 避 的 任 一 点 2， 有 也 平河 上 从 
集 焉 的 点 风 使 得 w= 了 (z), 则 称 志 一 了 (z) 把 召 变 ( 肌 ) 人 入 到 ( 简 记 
为 f( 百 ) 刁 五) ,或 称 思 二 了 (3) 是 琅 到 下 的 入 变换 . 

定义 1.14 如 果 f( 吾 ) 三 下 , 且 对 FF 的 任 一 点 如 ,有 五 的 点 z， 
使 得 史 二 (4), 则 称 岂 二 Cz) 把 吾 变 ( 上 映 ) 成 五 ( 简 记 为 1(8) 二 下)， 
或 称 史 二 了 (2) 是 瑟 到 了 的 灌 变 换 . 

对 于 满 变 换 这 种 对 应 英 系 加 二 (2) ,下 就 是 到 = 了 (人 能 取 到 
葛 所 有 值 所 构成 的 点 集 , 它 显然 具有 下 列 两 条 性 质 ， 

(1) 对 于 点 集 畏 中 的 每 一 点 #, 相 应 的 点 吕 二 了 (#) 是 点 集 玉 中 


时 DF 


的 一 个 点 ， 

(2) 对 王 点 集 五 中 的 每 一 点 妈 ， 在 召 中 至 少 有 一 个 上 扎 3 与 芝 
对 应 ; 即 满 是 多 = 了 (2)， 

定义 1.5 营 加 = 了 (#2) 是 点 集 玉 到 下 的 满 变 换 , 且 对 不 中 的 
每 一 点 名 ,在 如 中 有 一 个 (或 至 少 有 两 个 ) 点 与 之 相对 应 , 则 在 上 
确定 了 一 个 单 慎 (或 多 值 ? 国 数 , 记 作 sz= 六 IC 它 就 称 为 泣 数 也 
二 f(z) 的 反 阅 数 或 称 为 变换 加 二 了 (?) 的 逆 变 换 ; 若 := 六 (oo 也 
是 了 到 巨 的 单 值 变 痪 ， 则 称 ww= 了 (z) 是 如 到 下 的 双方 单 值 变 换 或 


从 上 上 述 反 函 数 的 定义 可 以 看 出 ,对 于 任意 的 EFF, 有 
w= f[/-!(w)], 
且 当 反 函 数 也 是 单 信 范 数 时 ， 还 有 
z= 了 -Tf(2)1,z€EB. 
例 1.25 设 有 函数 女 =z*, 试问 它 把 4 平面 上 的 下 列 曲 线 分 
别 变 成 加 平面 上 的 何 种 曲线 ? 


1.18 
CD 以 原点 为 心 ,2 为 半径 ,在 第 一 象限 里 的 加 弧 ; 
(2) 倾角 9 一 子 的 直线 (可 以 看 成 漆 条 射线 argz 一 子 及 arg 


=x+ 竺 ) 
二 也 


(3) 双 曲 钱 42 一 yy 二 4, 
解 设 z 一 4 十 1y 一 (cos 0+i sin 0), 
钾 一 才 十 说 一 是 (cos p+ tsin pg), 
则 R=7?,9 =2 4, 


由 此 ,(1) 当 z 的 模 为 2, 轻 角 由 0 变 至 立时 ,对 应 的 也 的 模 为 4， 
辆 角 由 0 变 至 wx， 确 在 风 平 面 上 的 对 应 图 形 为 以 原点 为 心 , 4 为 
半径 ， 在 和 辅 上 方 的 半 轩 周 , 

(2) 在 ww 平面 上 对 应 的 图 形 为 射线 9 一 2 


《3) 因 如 二 22 二 2? 一 y2 十 2 wyt, 玻 
伐 一 2 


所 以 :平面 上 的 双 曲 线 所 一 办 = 上 在 也 平面 上 的 象 为 次 线 4% 二 4。 


图 1.19 


2。 算 迹 函 数 的 极限 与 连续 性 

定义 1.16 设 w== 了 (z) 于 点 集 上 有 定义 ,#0 为 吾 的 诊 点 ， 
如 存在 一 倪 数 wo, 合 对 任 给 的 2 半 0, 有 52>0, 只 要 0<|2 一 z01l<6， 
# 所 如 , 议 有 | 
1f (2) —wol <e, 
则 称 了 (#) 沿 吾 于 zo 有 极限 wo9， 并 记 为 


NY 


lim f (2#) = wo, 
Ed 
(aE) 


i | 


我 们 可 以 这 样 来 理解 极限 概念 的 几何 音义， 当 变 点 = 进入 sn 
的 充分 小 去 心 邻 域 时 ,它们 的 象 点 就 落 人 wo 的 一 个 给 定 的 e- 邻 起 
内 (图 1.19). 

由 于 复 变 泡 数 极限 的 定义 与 数学 分 析 中 单元 实 变 函 数 的 极限 
定义 相似 ,我 们 可 以 仿照 证 明王 述 结论 ， 

(1) 若 极 限 存在 ,必然 唯一 ， 

(2) 若 f(z)、g(2) 沿 点 集 吾 在 点 如 有 极限 ; 则 其 和 , 差 . 积 、 商 
(在 商 的 情形 ,要 求 分 母 的 极限 不 等 于 零 ) 沿 点 集 忆 在 点 z 仍然 有 
极限 ,并 且 其 极限 值 等 于 f(z)、8(?) 在 点 zo 的 极限 值 的 和 , 差 . 积 、 
商 ， 

注 极限 lim f(z) 与 < 趋 于 zo 的 方式 无 关 ， 通 俗 地 说 ,就 是 
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指 在 吾 圭 ,s 要 沿 着 从 四 面 八方 通 向 so 的 任何 路 径 趋 于 zo， 对 比 数 
学 分 析 中 单元 实 变 函 数 fw) 的 极限 lim f(z) ,zx 一 x6 指 在 % 轴 上 
必 只 藻 wo 的 左右 两 个 方向 ， 我 们 这 里 对 八 变 郊 数 极限 存在 的 要 求 ， 
显然 苛刻 得 多 。 这 正 是 复 变 分 析 与 实 变 分 析 不 同 的 根源 . 

下 述 定 理 给 央 了 复 变 六 数 极限 与 其 实 部 和 虚 部 极限 的 关系 

定理 1.2 设 久 次 有 (2) 二 wu(w,y)+2 (2,y》 于 点 集 吾 上 有 
定义 ,#0 一 zo 十 iyo 为 吾 的 聚 点 ; 赔 

lim f(z)=1=a+ib 


EY 


的 充 要 条 件 是 
lim {wy)=a, lim . VF,y)=D. 
Hy 号 让 让: 0} i : 并 吕 7 
证 ”因为 


f(z) n=u wy) a tio YY 一 下 ， 
由 不 等 式 人 1,1) 得 
ats sy)— of(a) — |, ] 


1.19 
2(e sy 一 中安 | 本 一 省 |， 人 


s 3 于 


及 
[fC2)—n lute, ya| + lv(r,y)—b|. (1.20) 

根据 极限 的 定义 ,由 (1.19) 可 得 必要 性 部 分 的 证 明 , 由 (1.20) 
中 得 充分 性 部 分 的 证 暴 . . 

下 面 引 入 复 变 函 数 连 续 人 性 的 概念 

定义 1.17 设 包 = 了 A(z) 于 点 集 召 上 有 定义 ,26 为 吾 的 紊 点 ， 
是 : 50 已 盏 。 车 

lim f(z)= (#0), 


在 ze 
即 对 任 给 的 z 汪 0, 有 62>0, 只 要 12 一 ?0|< 之 5,zE 斩 ,就 有 
{f(z2)— fan) | <e， 
由 称 J2) 沾 至 于 2 连续 
这 里 ， 复 变 困 数 连 续 性 前 定义 与 数学 分 析 中 单元 实 变 函数 连 
线性 的 定义 相似 ,我们 可 以 仿照 证 明 下 述 结 论 ， 
(1) 如 fs)、g(0z) 沿 点 集 五 于 虚 % 连续 , 则 其 和 ., 差 、 积 . 商 
(在 商 的 情形 ,要 有 求 分 母 在 2 不 为 零 ) 洛 点 集 吾 于 点 加 连续 . 
{2) 如 语 歼 二 了 (8) 沿 虚 集 玉 于 点 6 连续, 且 了 (如 ) 三 ,函数 
包 二 如 (9 语 点 集 G 于 点 加 三 基 z0) 连 续 , 则 复合 函数 思 二 g[ 了 (z)1 
一 下 (2) 沿 点 集 召 于 点 2 连续 . 
定理 1.3 设 函 数 f(z) 一 w(x,y)+iv(w,y》 于 虚 集 上 有 
定义 ,zo 七 召 , 则 (2) 沿 癌 在 点 20 王 20+iyo 连续 的 充 概 条件 是 ,二 
元 实 交 可 数 wz ,yofzyy) 滞 召 于 点 (zayyo) 连续 . 
证 ” 浊 于 过 线性 是 借助 于 极限 溉 念 米 定义 的 。 只 要 注意 到 定 
理 1.2 中 的 4 就 是 这 里 的 4(x0;Y0);b 就 是 这 里 的 (x0,y0) ;就 可 
以 得 到 证 渤 . 
注 ”为 了 简单 起 多 ,今后 在 说 到 极限 .连续 时 , 几 上 下 文明 确 ， 
均 不 必 提 到 " 语 信 么 全 ”而 极限 符 导 也 可 以 知 写 为 lim., 


例 1.26 设 


* 31 . 


2 宇 


(4) =) (天 0)， 


试 证 f(z) 在 原点 无 极限 ,从 而 在 原点 不 连续 , 
证 人 朗 训 Tees + 1sin9)， 则 


1 .2 2 1 (s+%)(s—F) 
f(s) = 了 zz 2 T 
1 
= pir"2 reosg.2 rising 
—sin 28, 


以 而 
Timf(z) 一 9 ( 沿 正 实 轴 9 二 0)， 


limf(z) 一 1 ( 治 第 一 象限 的 平分 角 线 9 一 子 )， 


喜 了 (z) 在 原点 无 确定 的 极限 ,从 而 在 原点 不 连续 ， 

定 久 1.18 如 国 数 fs) 在 点 集 刀 上 各 点 均 连 续 , 则 称 了 (2) 
在 百 上 连续 . 

特别 情形 (1) 茧 召 为 实 辅 上 的 线段 [e,8], 则 连续 昌 线 
《1,16) 就 是 Ea ,8 上 的 连续 国 数 = 一 2 昌 ， 

《2) 车 吾 为 闭 威 五 , 则 世上 每 一 点 均 为 其 聚 点 , 故 对 在 五 上 
有 定义 的 荡 数 , 均 可 考查 还 绪 性 ,不 过 对 于 边界 上 的 点 zjs 一 26 只 
能 洪 互 上 的 点 来 取 ， 

易 知 ,借助 于 连续 变换 w= 了 (Cz),z 平面 上 的 一 条 连续 曲线 也 
被 变 成 妈 平 面 上 上 的 一 条 连续 曲线 。 

例 1.27 发 lim (2) 二, 则 了 C2) 在 点 zo 的 茶 一 去 心 邻 域内 
是 有 界 的 . 

证 因 

Hmf(z) 一 入， 

出 对 任 给 的 e>0， 有 > 0 只 要 0<1s 一 201<5:, 就 有 
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1F(2 一 9<e， 
更 有 |ft2)1—inl<e, 
于 是 [f(s) 1 Ing te, 
所 以 ,在 点 2 的 去 尼 人 各 焉 误区 2 一 {480} 内 了 C2) 是 有 界 的 . 
例 1.28 刘 了 (z) 在 点 zo 连续 , 且 了 (Cz0) 隆 0, 则 了 (#) 在 点 加 
的 某 一 邻 域内 恒 不 为 零 . 
证 因 f(2) 在 点 z0 连续， 则 对 任 给 的 s 定 0， 有 60， 只 要 
1 一 5 < 就 有 
Js) 一 szo)[<e。 


特别 , 取 e= -| 此 00|>0, 则 由 上 面 的 不 等 式 得 
> Id)! -es= lf — U2 ~ He >0， 


因此 ,了 Cz) 在 点 ao 的 5 邻 域 入 ,(20) 内 就 鲁 不 为 零 . 

下 列 三 个 定理 常用 。 数 学 分 和 析 里 已 证 过 . 

定理 1.4 工 波 尔 查 庶 (Bolzano)- 维 尔 斯 皖 拉 斯 定理 ] 每 一 
个 有 界 无 穷 点 人 类， 至 少 有 一 个 险 点 。 

定理 1.5 《 闭 集 亦 定理 }) 设 无 穷困 集 列 {请 ,} ,至少 一 个 为 有 
办 县 了 .了 w4,limd( 耳 ,) 一 0,《Q(B,) 是 ,的 直径 ), 则 必 有 了 瞧 


一 的 一 虚 各所 Fn=1,2,:: .)。 

.定理 .6 [ 洲 滥 -小 菜 尔 (Heine-Borel) 覆盖 定理 ] 设 有 界 妆 
集 玉 的 每 一 点 #5 痢 是 加 站 ,的 圆心 , 则 这 些 赔 {到 ,} 中 必 有 有 限 个 贺 
把 召 盖 住 , 换 句 话说 ,五 的 每 一 点 至 少 属于 这 有 限 个 贺 中 的 一 个 ，。 

我 们 在 数学 分 析 中 知道 ， 在 团 区 间 上 的 连续 函数 有 三 个 重 姿 
性 质 : 有 界 性 .达到 最 大 值 与 最 小 值 的 性 质 及 一 致 连续 性 ， 对 于 和 寓 
变 连 续 的 数 , 也 有 与 此 平行 的 性 质 . 

定理 1.7 在 有 界 廊 集 吾 上 连续 的 函数 f(z), 有 具有 下 列 三 个 
性 质 ， 


站 呈 了 了 


《1 在 吾 上 fs) 有 有 界 ， 即 有 常数 型 >>0, 使 
[f(a) EM (2€B); 
《2) |f(z)| 在 百 上 有 最 大 慎 与 最 小 值 。 即 在 如 上 有 两 点 #1 与 
好 使 
fa) lIf(z)|, If(z)|f(z2)| (EE); 
(3) f(z) 在 召 上 一 至 连续 , 即 任 给 e 汪 0, 有 65>0, 使 对 巨 上 满 
中 #1 一 22|<<5 的 任意 两 点 341 及 z3, 均 有 
[f(z2)— fz) |<e. 
证 由 定理 1.3 可 知 ,二 元 实 信和 靖 数 
[fy ir, y) — vr, y) 
在 有 界 针 集 姜 上 连 绕 ， 由 数学 分 折 中 二 元 过 绪 函数 的 性 质 ， 即 知 
《1) .C2) 为 真 . 
参 膨 不等式 〈1.20) 可 以 看 出 ，f 了 (z) 的 一 致 连续 性 ， 可 由 
ft) 政 20dyy) 的 一 致 连续 性 推出 。 
思考 题 ”本 定 避 对 于 这 域 刀 不 一 定 成 立 ， 建 议 读者 在 单位 因 
1z| 之 1 内 考 虚 函 数 
(2 二 一 
看 看 本 定理 的 绪论 (1) 是 再 真 . 
§ 4， 复 球面 与 元 穷 远 点 
- 复 球面 ”复数 还 有 一 种 几何 表示 牙 , 它 是 借用 地 图 制图 学 
二条 过 投影 到 下 上 的 滑坡 投影 法 ， 建 立 复 平面 与 球面 上 的 点 
的 对 应 ， 着 重 说 明 引 入 无 穷 远 点 的 合理 性 ， 
取 一 个 在 原点 0 与 2 平 面相 团 的 球面 ， 通 过 点 0 作 一 项 站 于 
2# 平 面 的 直线 与 际 面 变 于 点 六 , 普 称 为 北极 ,CO 称 为 南极 (图 1.20)， 
现在 用 直线 段 独 闪 与 2 学 面 上 一 点 : 相 联 ， 此 线段 交 球 面 于 一 点 
了 (z) ,这样 就 建立 起 球面 上 的 点 (不 包括 北极 点 娘 ) 与 复 平面 上 的 
总 间 的 一 一 对 应 ， 
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图 1.20 


”考虑 z 平 面 上 一 个 以 原点 为 中 心 的 阅 周 C， 在 球面 上 对 应 的 

也 是 一 个 图 周 到 ( 即 是 纬 线 )， 当 圆周 C 的 半 答 越 大 时 ,圆周 三 就 

越 趋 于 北极 不 ， 润 此， 北 秀 六 可 以 看 成 是 与 平面 上 的 一 个 模 为 

无 穷 大 的 假想 点 相对 应 ,这 个 假想 点 称 为 无 穷 远 点 ,并 记 为 %， 复 

”平面 加 土 点 后 称 为 扩充 揽 玉 面 ,与 它 对 应 的 就 是 整个 球面 , 称 为 

复 球面 ， 简 单 说 来 ， 扩 充 复 玉 面 的 一 个 几何 模型 就 是 复 球面 . 
关于 新 “ 数 ”~ ( 读 着 无 究 ) 还 需 作 各 下 几 点 规定 ， 


一 oo 0 > 
(1) 运算 co 十 co ;0:00 7 可 示 意义; 


co a 
(2) 到 co 村 ， a :2 0 


cdo 


(3) 5 才 0( 但 可 为 0) 卫 ,00b 二 b'% 二 00 ,如 二 co03 


《4) ce 的 实 部 . 虚 部 及 辆 前 都 无 意义 ,|ce ] 一 + ceo。 

(5) 复 平面 上 每 一 条 直线 者 通过 点 ce ,同时 , 织 有 一 个 半 平 面 
包含 点 c。 

2. 扩充 复 平 面 上 的 几 个 概念 〈1) 扩充 复 平 面 上 ,无 穷 远 点 
的 邻 域 (对 比 定 义 1.1) 应 理解 为 以 原点 为 心 的 某 贺 周 的 外 部 ， 即 


才 党 


名 的 #- 侣 域 轨 ,(o0) 是 指 合 于 条 件 1z| 沁 二 的 点 集 ， 对 比 定义 1.2 
及 定义 1.3, 在 扩充 复 平面 上 ， 吝 点 .内 点 和 边界 点 等 峰 念 均 可 以 
推广 到 点 w， 于 是 , 复 平 面 以 w 为 其 唯一 的 边界 点 ;扩充 复 平面 以 
% 为 内 点 ， 卫 它 是 叭 一 的 无 边界 的 区 域 。 

任 一 简单 闲 曲 线 C ,将 扩充 z 平面 分 为 两 个 不 相连 接 的 区 域 ， 
一 个 是 有 界 芝 城 1(C), 另 一 个 是 无 界 区 域 (0) ,它们 都 以 C 为 边 
界 ( 约 当 定 理 ), 

(2) 音 连 通 区 域 的 概念 也 可 以 推广 到 扩充 复 平面 上 的 区 域 . 
对 比 定名 1.11 ,我 们 有 定 文 ; 设 忆 为 扩充 复 于 面 上 的 区 域 , 若 在 D 
内 无 论 怎样 画 简单 六 曲线 ， 共 内 部 或 外 部 (包含 无 穷 远 点 ) 仍 全 含 
于 也 , 则 称 DD 为 单 连通 区 域 . 

注意 “在 扩充 复 平 而 上 ,一 个 圆周 的 外 部 (这 里 把 oo 算 作 这 个 
区 域 的 内 点 ) 议 是 一 个 单 连通 区 域 ， 所 以 ,一 个 无 界 区 域 ， 考 虑 它 
是 否 单 连通 ， 首 先 要 演 虚 是 在 通常 的 复 下 曾 上 还 是 在 扩充 复 平面 
上 讲 的 {让 扩充 复 平面 上 时 ,还 变 间 是否 算 在 这 个 区 域内 ). 

注 _ 和 如 so 在 无 界 区域 的 边 办 上 ， 也 就 是 区 威 的 边界 曲线 延 但 
到 %, 则 不 论 在 通常 复 平面 上 还 是 在 扩充 复 平面 上 ;区域 是 答 为 音 
连通 必定 是 一 致 的 ， 例 1.18 的 半 平 面 及 例 1,20 的 带 形 区 域 就 
总 是 单 连 通 的 . ， 

(3) 在 扩充 复 军 面 上 ;点 吕 可 以 包含 在 阔 数 的 定义 域 中 ,函数 
值 也 可 以 取 到 ce。 因此 ， 函 数 的 极限 与 连续 性 的 峙 念 可 以 有 所 推 
广 ， 在 关系 式 


timf (2) =f(20) 
中 ,如 果 zo 及 了 Cz0) 之 一 或 者 它们 同时 了 到 mw ,就 称 f(2) 在 芒 癌 为 广 
义 过 续 的 ， 极 限 就 称 为 广义 极 限 ， 在 这 种 广义 的 意义 下 ， 极 限 和 
连续 性 的 。-6 说 法 要 相应 修改 . 
例如, 在 和 一 co Feo 天 oe 陡 ,7 在即 三 姑 2 连续 的 -人 谎话 
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应 该 修 政 为 ， 
任 给 a>0, 存 在 65>0, 只 要 |s| 沁 计时 就 有 
ff(o0) < 
例 1.29 函数 f(z) -二 (f(0) 一 ,Foo)=0) 在 扩充 。 平 
面 上 广义 连续 ， 
证 因为 在 270 及 zw 时 ， 作 为 天 个 连续 函数 的 商 是 连 


续 前 ， 而 在 ?=0 及 := co 的 连续 性 可 以 根据 下 式 得 出 
limf 3) =0="f(00) 
limf (2z) 一 co 一 了 (0) 

注 以 后 涉及 测 扩 充 复 平面 时 ,一定 强 调 * 扩 充 ” 二 字 , 几 是 没 
有 强调 的 地 方 , 均 指 遂 常 的 复 平面 ;以 后 提 到 区 域 及 其 连通 性 时 ， 
各 不 加 说 明 , 邦 将 限 十 通常 复 平面 上 米 考 虚 ， 以 后 提 到 极限 .连续 
时 ,如 不 加 说 明 , 均 按 通 常 总 头 弄 解 ， 


第 一 齐 习 是 
(一 ) 


1， 设 一 一 人 3， 或 | 8 | 及 Arg%, 


等 ，12| =1， AT83 一 一 下 十 2RT 0 二 1 


， 1 二 -一 ，， 总 
2。， 设 z= 一 ， 加 =V3 一 tf， 试用 指数 形式 表 z124 及 一 。 
V2 22 
交 ，* Ed 8 一 了 1 2 loi 
Sa 2 


3。 解 二 项 方程 a+ 二 4 一 0t8 半 0), 


hh FF 取 


特 ; -这 (1+D， -三 (+ 下 


4。 证 明 1s 十 2 下 二 12 一 名 | 一 并 [2 下 十 13， 并 说 明 其 几何 意 允 。 
提示 : 利用 公式 | 全 一 5。 
5. 设 2 ssaa 三 点 适合 条 忻 ; 
引 1 于吉 十 Sa 一 及 | 苛 | 一 |2c| 一 ss| 一 1。 
试 证 明 2 .zsvz 是 一 个 内 接 于 单位 圆周 |z| 一 1 的 正三 角形 的 顶点 。 
6 下 列 基 系 央 示 的 点 = 的 轨迹 的 图 形 是 什么 ? 它 是 不 是 区 域 ? 
(1) 1g 一 2 一 | 一 zz|， 《32 天 3] 
(2) ]*| 拓 13 一 4|5 


C3) | 一 让 < 


2 二 1 


{4)} 0<arg(z—1)< 了 有 2 Re 2 


5) 1z|>2 |z—31>1: 
(8} Hm 22>1 1z|<2; 


C7) izl< 2 月 0<arg 2 


C8) | 2 一 二 |> 卫 旦 | :一 下 | > 二 
7， 证明，z 平 谊 上 的 刘 线 方程 可 以 号 成 
全 号 十 三 五 一 下 
Ca 是 非 零 贡 常数 ，e 是 实 囊 散 ) 
8， 证明，。 平 商 上 的 国 网 可 以 守成 
Azs titAs+O=0, 
其 中 4,0 为 实数 ,4 六 0 ,月 为 复数 , 电 181'>40， 


9。 试 证 ， 复 平面 上 二 点 a 十 于 ,0, 一 5 于 莫 直 线 。 


10， 录 下 列 方程 台大 实 做 数 ) 给 出 的 曲线 ， 
(1) 3 一 《1 十 们 3 邱 
《2) s=acost+idsints 


要 加 全 放 


1 ， 


12， 


13. 


14. 


15. 


168. 


C3) 癌 一 


(4) 2 一 所 十 


答 : (1) 直线 yz;(2》 本 加 周 握 十 后 = 1 3 
(3) 双 曲 线 y= 二 ， 
(4) 双 曲 线 y= 二 在 象 限 的 一 支 


菌 数 w=: 二 将 z 平 面 芋 的 下 列 击 线 变 成 w 平 面 上 的 付 么 曲线 (z 一 zx 十 


$s 二 二 3079 
{1) x:+ty:=d; (2) Y=» 
(3) x=1 (C4) (Cre1) y=1, 


答 ， (1) w= 证 (2) v= —uy 


(3) ( w- 主 ) + = 地 {4) 一 本。 


试 证 ， (1) 多 项 式 昌 (gs) 一 os 十 Bi 十 和 十 《oo 天 0 在 # 平 
而 上 连续 ， 
{2) 湖人 理 分 式 漳 数 


. oz" 十 CI 十 "十 Ga 
f(z)= Bs" hsm 


Co 夫 0 ,6 天 站 在 ?平面 上 队 使 分 母 为 零 的 点 外 都 连续 . 
试 证 : argat 一 eargz 所 x) 在 负 实 轴 上 (包括 原点 ) 不 连续 ， 除 此 
而 外 在 2 平面 上 外 处 连 绪 ， 


下 下 
a 车 zs 站 9， 
命 f(o)= [7 
0 和 = 一 0， 
试 证 ; f(z) 在 原点 不 连续 . 
试 证 , 记 2) 二 =z 在 3 平面 上 处 处 连续 ， 


试问 函数 J:) 二 了 二 三 在 单位 岁 |:1<1 内 是 否 连续 ?是否 一致 过 


一 名 


s SF " 


续 ? 
答 ， 连 续 但 非 一 豆 韦 续 。 

17， 工 人 复数 烈 入 元 汪 二 过 二 2 导 和 二 区 二 和 为 报 展 史 定 

基 为 ; 任 给 e>0, 存 在 一 个 上 类 数 入 二 入 (5)， 便当 > 计时 ,但 有 
1z,。 一 so|<e， 

试 证 :复数 殉 {ej 以 一 zo 十 iys 为 极限 的 充 要 茶 件 为 实数 苔 {2,} 及 {ys} 分 
别 以 x 及 y, 为 极限 . 《这 是 一 个 定理 。) 

提示 :一 方面 挫 |gx 一 sa| 委 | 一 和 | 及 9 一 yoi 委 |z 一 苔 | 扒 几 条 件 的 
必要 性 ; 另 一 方面 ， 从 | 一 2 之 7。 一 2 二 |yn 一 %| 推 出 条 件 的 充分 性 . 

注 本 题 的 定理 有 如 下 的 三 角 表 示 ， 复 数列 oo 一 rn(eo3sg。 十 ;5inbu) 
《一 12 os 十 sinD (zDD ,go 沽 00) 为 投 限 的 过 要 条 体 是 
实数 列 {rn} 防 得分 别 以 及 久 为 概 眼 , 《必要 扯 还 滑 只 要 适当 选择 后 及 
日 的 值 ，》 

18. 一 个 委 数 列 24 王 x iyv(n 二 1,2,+**) 有 极限 的 充 要 条 件 《 即 柯 西 
玲 则 ) 是 ， 任 给 e 汪 0， 存在 上 自 娄 数 入 二 六 (a)， 使 当 % 洁 时， 恒 大 


enrs—Aa | Ce (p=12,r 
提示 ;利用 上 亚 具 不等式 41.1)， 
19， 斌 证， 任何 有 界 的 复数 列 必 有 一 个 收 伍 的 子 允 列 ， 
20， 如 时 复数 列 {ss} 合 于 1imsa ~=#, To0, 试 证 


lim 如 二 zz 十 十 3， 
he 党 人 Sy 


当 和 一 ee 时 ,结论 是 否 正 确 ? 


(一 


1， 将 苔 数 


(cosBp isinsy): 
(eosdp — isindy): 


化 为 指数 形式 和 三 人 角形 式 .。( 答 ，e”*"*) 
2。 如 果 z= 二 e'"， 试 还 ， 


"十 右 二 2c03nts 


二 可 站 


oa 一 工 二 2i5ino 
FA 
其 中 交 为 正 整 数 , 
3。 设 2 十 in 一 (1 一 1 "(ts。。ys 为 实数 ; % 为 下 整数 )。 
试 证 ，zrayn-i 一 磷 k-iya 一 和 2 1 v3, 
4. 设 3 二 sz 二 iY， 试 征 ， 
-过 llelt lyl. 
5， 设 5 及 zz 是 两 个 复数 ， 试 证 ， 
[zi—sr | 11s|—1z:11, 
6. 设 js[=1, 试 证 ， 


施 5 十 再 
bs+a 


了 。 已 媚 正 方形 疗 ] 总 2 旗 8 总 的 相对 质点 zi, 一 1) 和 Zt2,5), 求 硕 点 2 和 
4 的 坐标 。 


一 1。 


8 试 证 ， 以 z1)84;%84 为 顶点 的 三 角形 和 区 包 ,y 吧 ;加 3 为 顶点 的 三 角形 
局 向 相似 的 充 要 条 件 为 


a1 Ww 1 
St Ws 1 | 二 =O. 
Wy 


二 dp 


3。 试 证 ， 西 相 虹 点 zzzya 闪 团 两 或 共 直 线 的 充 村 条 件 是 
为 实数 


Ej tt Zs 


了 tz.) Piz1) Pay 


P, 《24 
P, (za) 


Ps \zs) Pa 


图 1.22 


10， 试 证 ， 两 向 量 02C#1 一 x 十 iY) 与 O20Cz2 一 #4 十 iy3) 互 相 重 直 的 完 
要 条 件 是 
Ef 


41. 试 证 ; 汶 窒 
2—81 | _ 
| 二 (0<E 产 12 于) 
表示 平面 上 一 个 圆 局 ， 其 加 心 为 30， 淮 径 为 Dp: 且 


2 一 让 | 
Ei 1 一 本 ? 二 三 一 六] 时 


* #2 * 


第 二 章 解析 函数 


解析 函数 是 复 变 函数 论 研究 的 主要 对 象 , 它 是 一 类 有 具有 茶 称 
特性 的 可 第 函数 ， 这 一 合 ， 我 们 首先 引 人 济 断 阔 数 可 微 和 解析 的 
主要 条 件 一 一 柯 西 - 黎 曙 条件: 区 次 , 把 我 们 熟知 的 初等 函数 推广 
到 复数 域 上 来 ,并 研究 其 性 质 ， 


§ 1。 解析 函数 的 概念 与 柯 廿 - 歼 星 条件 


1， 复 变 郊 数 的 导数 与 微分 ” 复 变 函数 的 导数 定义 ,形式 上 和 
数学 分 析 中 草 元 尔 数 的 导数 定义 一 发 ， 因 此 , 微分 学 中 几乎 所 有 
的 求 导 基 本 公式 ,都 可 不 加 更 改 地 推广 到 复 变 函数 上 来 . 

定义 2.1 设 函 数 =fz) 在 点 2 的 邻 域 内 或 包 禽 z 的 区 
域 D 内 有 定义 ,考虑 比值 

好- fa)— f(z0) _ Het hs)— fso) (As2£0), 


3— 2 

如 果 当 z 按 任 意 方 式 趋 于 zo 时 , 即 当 Az 按 任 意 方 式 趋 于 零 时 ,上 比 

值 AtwyAz 的 极限 都 存在 , 旦 其 值 上 有 有限 , 则 称 此 极限 为 阔 数 了 (#) 在 
点 有 6 的 导数 ,并 记 为 f(z0), 即 

f(g0) = ‘ lim ,一 lim =, 一 下 2) 


z+ 一 2 
这 时 称 函 数 f(z) 于 让 0 可 导 ， 
(2.1) 的 极限 存在 要 求 与 4z 赵 于 零 的 方式 无 关 ， 对 于 果 数 的 
这 一 限制 ,要 比 对 于 实 变 量 * 的 实 值 函 数 y 一 w(t7) 的 类 似 限 制 严 
得 多 .事实 上 , 实 变 函 数 导数 存在 性 的 要 求 意味 着 , 当 点 roTAz 
由 左 (Az<0) 及 右 【Az>>0) 两 个 方向 趋 于 X60 时， 比值 Ay/Ax 


| 


(2.1) 


的 极限 都 存在 生 相 等 ， 而 复 变 函数 导数 存在 性 的 要 求 厚 味 着 ， 关 
点 zo+As 沿 联接 点 2 的 任意 路 径 趋 于 点 zo 时 , 比 秆 Aw/Az 的 
极限 都 存在 ,并且 这 些 极限 都 相等 。 
和 导数 的 情形 一 样 , 复 变 函数 的 微分 定义 ,形式 上 与 实 变 晤 数 
的 微分 定义 一 致 。 
设 国 数 多 = 了 (#8) 在 点 # 可 导 ， 于 是 
lim 一 六 (2， 
即 是 
A f(s) + Himn =0, 
Aw—=f 了 f(z)A2+e, 
其 中 |a| 王 1Az} 为 比 1Az| 高 阶 和 的 无 穷 小 , 
称 f(z)Az 为 轨 = 了 (z) 在 点 zz 的 微分 ， 记 为 9w 或 df(z)， 
此 时 也 称 (3) 在 点 3 可 微 ， 即 
dw=f'(z)Az. (2.2) 
特别 , 当 (8%)=-z 时 ,83 二 Az。 于 是 (2.2) 变 为 
dw= f(x) ds, 


即 
f(D--92， 


由 此 可 见 , f(z2) 在 点 z 可 导 与 f(z) 在 点 z 可 微 是 锋 价 的 。 

函数 fz) 在 点 z 可 微 , 显 然 了 (#) 在 点 3 连续。 但 f(z) 在 虚 
z 连续 却 不 一 定 在 点 z 可 微 ， 并 且 在 复 变 范 数 中 ; 处 处 连 续 又 处 
处 不 可 微 的 菌 数 几乎 随手 可 得 ,而 在 实 变 霄 数 中 ,要 造 一 个 这 种 国 
数 就 不 是 容易 的 事 ， 

例 2.1 fs)= 一 三 在 :平面 上 处 处 不 可 位. 

证 ”由 第 一 章 习 题 〈 一 ) 15 知 此 函数 在 :平面 上 处 处 连续 ， 
但 


在 有 4 


Af 2 十 Az 2 RHAs—3 _ Az 

Az A2 ~ As Ag? 
当 Az->0 时 ,.E 式 极限 不 存在 。 因 为 让 Az 取 实 数 而 趋 于 零 时 , 共 
极限 为 1;Az 取 纯 虚数 而 趋 于 零 时 ,其 楼 限 为 一 1 


例 2.2 试 证 ;f(z) 王 x"(% 为 正 整数 ) 在 z 平面 上 处 处 可 微 ， 


且 元 2 二 2 
证 设 : 是 随意 固定 的 点 ,我 们 有 
lim 全 二 六 一 全 
Bs 
me 而 一 到 (有 一 1) 器 一 加 中 一 ] 
= lim[ 个 训 + 522 二 + (Az) 1 
一 天 381 
如 函数 (2) 在 区 域 思 内 处 处 可 微 , 则 称 f(z) 在 区 域内 可 
微 ， 


2. 解析 函数 及 其 简单 性 质 

定义 2.2 如果 函数 w 一 了 (<) 在 区 域 轧 内 可 微 , 则 称 f(s) 为 
区 域 D 内 的 解析 函数 ,或 称 f(z) 在 区 域 六 内 解析 . 

解析 函数 这 一 重要 概念 ,是 与 相伴 区 域 密切 联系 的 。 以 后 ,我 
们 也 说 范 数 f(z) 在 基点 解析 ,其 意义 是 指 (2) 在 读 点 的 基 一 邻 
域内 解析 ;说 函数 了 (2) 在 闲 域 了 上 解析 , 其 意义 是 指 f(z) 在 包含 
万 的 某 区 域内 解析 。 

区 域 六 内 的 解析 函数 也 称 为 刀 内 的 全 纯 函 数 或 正则 范 数 ，， 

容易 看 出 ,函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 与 函数 f(z) 在 区 域 忆 
内 处 处 解析 的 说 法 是 等 价 的 . 

定义 2.3 车 f(s) 在 点 aa 不 解析 , 但 在 和 的 任 一 邻 域内 总 
有 f(z) 芍 解析 点 , 则 称 zo 为 f(z) 的 奇 点 . 

例如 ,ww 一 1/z 在 * 平 面 上 以 zs=-0 为 奇 点. 

通常 泛称 的 解析 函数 是 容许 有 奇 点 的 ,但 更 主要 的 是 , 它 在 复 


"45 * 


宇 面 上 总 有 解析 点 ， 所 以 它 不 包含 象 这 种 处 处 不 解析 的 函数 ， 
解 醋 兄 数 是 复 变 函数 研究 的 主要 对 象 , 它 县 有 很 好 的 性 质 ， 例如 ， 
由 阔 数 在 一 点 解析 (注意 ,只 是 在 该 点 的 邻 域内 可 签 上 就 可 推出 其 
各 阶 导数 也 在 该 点 解析 (本 书 第 三 党 定理 3,14 ) ,并 二 就 可 以 展 成 
此 级 数 ( 本 书 第 四 章 定 理 4.14 )， 这 在 单元 实 变 函数 是 绝对 不 可 
能 的 。 因 为 单元 实 变 汞 数 在 一 区 间 上 的 导 数 存 在 , 其 至 不 可 晤 保 
证 其 导数 连续 ， 
把 数 举 分 析 中 有 关 求 导 法 则 推广 到 这 里 来 ,就 有 : 
(1) 如 六 (2 了 sz) 在 区 域 闪 内 解析 ,由 其 和 、 差 、 积 、 商 《在 
商 鹊 情形, 要求 分 长 在 总 内 不 为 零 ) 在 九 内 解 折 , 并 县 
[f(s)tfa(2)) = /1(2) f(z), 
Lfils)fale) sy fi (2) fas) Tt fts)f sa) 


7 fa) fs) fs) mz) f(z) 
[| = EC) (2 天 的 ， 


(2) 《复合 消 数 的 求 导 凌 则 ) 设 孜 数 5==1(#) 在 区 域内 解 
析 , 函 数 纪 =g(&) 在 区 域 9 内 解析 ， 才 对 于 D 内 得 一 点 24, 函数 
2) 的 值 均 属于 , 则 多 二 gL 了 (3)] 在 如 内 解析 ; 且 


dg[lf(za)] _ dels) . df(z) 
ds dd ds 


例 2.3 设 多 巴 式 Plz) 一 90287 二 B12" 十 于 :十 Qn(a00) > 
出 全 2.2 及 上 述 求 导 跨 册 人 1) 知己 (2 在 :平面 二 解析 , 且 
P’(2)=nd0s" 1 十 【及 一 1 人 42 ?T2221 
例 2.4 设 有 迎 分 式 朱 数 
(5) Gos*+ os" lero oo0 
Oz) Doz + hig™ lt bn pz0) 
由 前 全 及 上 述 求 导 法 如 (1) 知 ,此 孙 数 在 z 平面 上 除 使 分 他 Q(z》 
二 0 的 各 点 外 解析 ;而 使 @(z)=0 的 各 点 就 是 此 有 理 分 式 函 数 的 
奇 点 。 


要 和 


例 2.5 设 六 2 一 (322 一 4 十 5)15 则 由 例 2.2 及 上 述 复 合 
-函数 的 求 导 法 则 ,有 


fi(2) =11 (9 422—4 445)0. -人 (03224251 
QF 


一 11(3 22—4d2+5)10(6 2—4) 
一 22(3 2 一 2)(3 22 一 4 8 十 5)™"， 
对 于 实 变 复 值 通 数 2(2) 二 wtf) +iy(f) (tEfa,B8]), 共 求 
导 法 则 可 直接 由 定义 2.1 得 到 , 即 
a2)=T Driy (DD (tiEla, 6)). 
$， 柯 西 - 黎 竖 奉 件 (简称 C. -R. 条 件 ) 假设 
w=f(2) us y) +ivtr, y) 
是 复 变数 2 二 + +iy 的 一 个 定义 在 区 域内 的 国 数 ， 当 二 元 实 国 
数 wzyy) 及 85,y) 给 定时 ,此 函数 也 就 完 全 确定 。 一 般 说 来 ， 
如 果 范 数 utz,y) 与 v(xz,y) 互 相 独 立 ， 即使 晴 数 wm，y) 及 27， 
Yy) 对 Y 与 y 所 有 仿 导 数 都 存在 ,函数 了 (x) 通常 仍 是 不 可 微 的 . 
便 如 ;多 二 5 二 x 一 iy 她 外 连续, 并且 #= 二 fz,9 二 一 对 和 3 的 一 
切 偏 导数 都 存在 且 连 续 , 但 由 俩 2.1 知 ,w=: 却 是 一 个 处 处 不 可 
微 的 函数 ， 
因此 ,如 果 函 数 fz) 是 可 微 的 , 它 的 实 部 w(x;Y) 与 虚 部 
(wy 应当 不 是 互相 独立 的 ,而 必须 适合 一 定 的 条件, 下面 我 们 
就 来 探讨 这 种 条 件 . 
车 (2) 一 wtz,y)+ib(z,y) 在 一 点 2 二 x +iy 可 微 , 而且 设 
lim 
让 40 
又 设 Az=Axr tiAy,f(z+Azs)——-f(z) = 二 Au 十 iAv, 其 中 
A )}, 
Av=v(s + A y TAY) — vt, y), 
《2.8) 变 为 


Le 


e+-f ts) pa), (2.3) 


昌 可 » 


ALTA 
人 RAT = 了 (2). (2.4》 
因为 Az= 二 Ax +iAy 无 论 按 慎 么 方式 趋 于 零 时 ,2.4) 总 是 :成立 的 - 
先 设 Ay = 0,Az-0， 即 变 点 zs+As 沿 平行 于 实 轴 的 方向 趋 于 点 > 
(六 2.1 ), 此 时 (2.4) 戈 为 


AU ,Ap 
oilim av 一 人 (3)， 


A 
日 Du do 


图 2.1 
0 
ti (2). .2.5) 


同样 , 设 Ax 一 0,Ay~0, 即 变 点 z 二 Az 治平 行 于 硒 辅 的 方向 趋 于 
虑 2 六 图 2.1); 此 时 (2,4) 成 为 


,A A 
一 mA Ay =f’(z), 
故 知 -2u_，- 9 亦 必 存在 , 且 有 
Gy 多 Oy dh 3 
.总 Oe 
gy tf 2.0) 


比较 (2.5) 及 (2.6) 得 出 


» 48 » 


天 = 和 他 ， 到- -了 他， (C. _R.) 
这 是 关于 及 4 的 偏 微分 方程 组 , 称 为 柯 西 - 黎 曼 方程 或 柯 西 - 黎 
受 条 件 ( 简 记 为 妃 ，-R.)， 
总 结 以 上 探讨 , 即 得 下 述 定 理 ， 
定理 2.1 (可 微 的 必要 条 件 ) 设 函数 
fs)=u (ry) tiv(t, y) 
在 区 域 吕 内 有 定义 ,上 且 在 内 一 点 z= 二 # 二 iy 可 微 , 则 必 有 
(1) 编导 数 wa ayvpesoy 在 虞 CX%,y) 存 在 ， 
(2) wfwyy) adty) 在 点 (rz 7) 满足 C，-R、 条 件 ， 
由 下 侧 可 风 定 理 中 的 条 人 忻 不 是 充分 的 ， 
例 2.6 函数 fsz) 一 Wiry| 在 3 一 0 福 足 定理 2.1 中 的 
条 件 , 但 在 z=0 不 可 微 . 
证 因为 w(x,y) 一 VI zyl ,vir,y) 二 0 


A » 一 3 
wa(0 ,0) = lim HAL) (0.0) 00,(0,0) 
EP 
sy 和 一 a 
wy(050) = lim 02a)—2(00) 一 0 一 一 os(0;0) 
B70 Y 


但是 


f(Az)—f0) VTAAIT 
AZ 站 tiAy 
在 Az>0 时 无 极限 ， 这 只 要 让 As 一 Az+ 训 YY 沿 射 线 Ay=RAzr 
(At 说 0) 随 44 一 0 而 趋 于 零 , 即 知 上 述 比 值 是 一 个 与 玉 有 关 的 
v Tai 
值 二 -一 
我 们 把 定理 2.1 的 条 件 适 当 加 强 , 就 得 到 
定理 2.2 (可 微 的 完 要 条 件 ) 设 函数 (2)=wu(z,y) tiv(z， 
”在 区 域 如 内 有 定义 , 则 了 C2) 在 力 内 一 点 z= 二 s+5y 可 微 的 充 要 
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(1》 二 元 薄 数 wy:y) .ofzy) 在 点 (zy) 可 微 
C2》 wry) v(xs,Y) 在 点 (x,Y) 满 是 CC, -R、 条 件 ， 
上 述 条 件 满足 时 ,了 (#) 在 点 ?==z 十 广 的 导数 可 以 开 为 下 列 形式 
之 一 : 
Ou ; dy By ,Ou 
Ox | Oz 
ou i + iS. (2.7) 
证 必要 性 设 fz) 在 DD 内 一 点 z 可 微 , 则 
Af(s)=f’ (2)Az + iA, (2.8} 
共 中 了 是 随 As->0 而 趋 于 零 的 复数 。 车 命 
f(s)=oat+ifd ,Ms—=Ar +iAy ,Af 2) = Au +iMy, 

则 (2.8) 可 写成 
AU+iAMg—aAr— PAy + EBAT + aAy) + nih, 
这 里 加 二 Re (yAz) ,gs 二 Im (9 Az) 是 |As[ = VV AT+TAY 的 高 

阶 无 穷 小 
比较 上 式 两 端的 实 , 碟 部 , 邢 得 
Au=aAr— pAy+n, 
Av = BAT oNy t+, 
由 数学 分 析 中 二 元 函数 的 微分 定 六 即 知 , 4(#,y) 与 # (zy) 在 点 
《ty) 有 可 微 , 且 


1’(2) 


Ws ys dy —p 一 人 sr。 {C.-R.) 


充分 性 ”由 wlz,y) 及 btw,y) 的 可 微 性 助 短 ,在 点 (wx;y) 有 
在 人 一 呈 s 丰 和 十 中 ,站 十 中 1 


Mv=v MAT TY AY TY 
其 中 办 及 各 是 V ArT AY 的 高 阶 无 穷 小 
肯 由 C.-RR. 条 件 , 可 设 
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C 一 MD 二 一 0 一 一 后 ， 
于 是 就 有 
Af=Au iAr=aMr— PAY LI ti HAY + aMy +1) 
—(a+id)(Ar + iAYy) i+ + ina, 


或 A 一 如 十 了 有 一 了 


其 中 9 一 已 一 沾 了 戎 As0 而 赵 于 零 ， 因 为 


1 好 1 加 lw! 
TO ANTAY TANSTAY 


妆 | 所 


所 以 lim A a+ip, 
起 zi 和 

邵 晨 说 了 了 信人 二 -有 一 下: 一 人 
= Ur yo Vy, 


由 数学 分 析 知 道 , 二 元 济 数 的 可 微 性 可 以 道 过 偏 导 数 的 过 北 
性 看 出 来 ， 于 是 我 们 有 

推论 2.3 《可 微 的 充分 和 条件) 没 国 数 /(z) 一 u(zw，y)+ 
jtY,Y) 在 区 域 DD 内 有 定义 , 则 了 (a0 在 DD 内 一 点 3 二 ++iy 可 投 
的 这 分 条 你 是 

(3) wevayvazvpy 在 点 (zy) 处 连续 ; 

(2) 2fzy)、2gzyy) 在 点 (z:Y) 处 满足 C.-R. 条 件 . 

出 定义 2.2 及 定理 2.2 ,我 们 得 到 一 个 测 划 芳 数 在 区 域 也 内 


解析 的 定理 ， 
定理 2.4 误 数 (x) 一 4tz ,yiotw,Y) 在 区 域 D 内 解析 
的 充 要 条 件 是 


{1) 二 元 函数 %(x,y) ,vtw,y) 在 区 域 了 D 内 可 微 ; 
(2) UCT,Y)、v(#,y) 在 D 内 满足 C -R, 条 件 . 
由 定义 2.2 及 推论 2.3, 我 们 有 
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定理 2.5 f(z)=w(xw,y)+istwx,y) 在 区 域 了 D 内 解析 的 充 
分 条 件 是 

(1) avwyvosspy 在 卫 闪 连续 ， 

(2 2 yo 在 了 内 满足 C.-R, 条 件 . 
并 且 7(2) 可 由 公式 (2.7) 给 出 ， 

从 以 填 几 不 定理 ,我 们 可 以 看 出 :CR 条件 是 判断 复 变 函数 
在 一 点 可 徽 或 在 一 区 域内 解析 的 主要 条 件 , 在 哪 一 点 不 澡 足 它 , 函 
数 在 那 一 点 就 不 可 微 r 在 哪个 区 域内 不 满足 它 , 梢 数 在 那个 区 域内 
就 不 解析 .定理 2,4 或 定理 2.5 既 棍 供 了 判别 国 数 解析 性 的 方 站 ， . 
又 指出 了 了 求 导数 的 公式 (2.7)。 而 用 它 求 导数 , 可 避免 计算 极限 
(2. 了 所 带 米 的 困难 , 

例 2.7 讨论 f(z) 二 1z1* 的 解析 性 , 

解 因 Ww(w 一 十 ,Vv( 训 ,Y) 三 0, 故 

Ur 2E, Uy 2 0 = Vy = 0, 

这 四 个 妨 导 数 在 2 平面 上 处 处 连续 ,但 只 在 ?=0 处 满足 CC.- 民 , 条 
伞 ， 芍 了 (2) 只 在 ?=0 可 徽 , 从 而 ,此 国 数 在 :平面 上 处 处 不 解 
析 ， 

例 2.8 讨论 f(z)=x? 一 iy 的 可 微 性 和 解析 性 . 

解 因 Uw 二 wv(XY) 二 一 责 

Wo 二 0, v0 vy = 1, 


所 以 世 ， 二 和 二 一 加 
签 2x 一 wo 一 光一 一 1) 必 lu 一 一 到. 南 仅 在 直线 = 一 二 上 ,C.- 了 。 


条 件 成 立 , 且 偏 导数 连续 ， 从 而 仅 在 直线 5 = 一 去 上 了 (2) 可 微 ， 


但 在 z 平面 上 ,了 (zs) 却 处 处 不 解 新 
例 2.98 试 证 f(z2) 一 elcosy +isiny) 在 ?平面 上 解析 ， 且 
了 (3 一 了 (5)。 


和 52 = 


ee 


证 因 zy 和 一 ercesy，8fr.y) 一 esinyy 而 
My 一 EeeOsy，， UyO—— esiny, 
pv 一 ESiny，， VY, BCDOSY 
在 2 平面 上 处 处 过 续 , 且 合 C.-R. 条 件 。 由 定理 2.5 即 知 帮 2) 在 、 
# 平 面 上 解析 ， 并 且 
f(s)—us+ive—=e cosy+ie'siny =f (2). 
* 例 2.10 若 f 了 f(z) 二 w(xryy) 二 ?85(%,Y) 在 区 域 如 内 和 解析, 且 
f(s)A0(ED), NN 
. Us YY) = UF Yo 
(clyca 为 常数 ) 是 如 内 两 组 正 交 曲线 族 . 
证 因 f(z)==ts 二 vs0(s 忆 必 ), 鼓 在 点 (Ww YY) ,Ws 与 2?: 活 . 
不 全 为 零 . 
(1) 设 在 点 (zy)]; aas0 且 5s 到 0; 则 曲线 tz,y) 二 01 的 笑 
率 由 
0O=Adu=u r+ ddy 


求 得 为 
也 一 一 2 
同 理 , 求 得 曲线 zy)= 6s 的 侠 率 为 
和 一 一 人 
+ py’ 
页 在 点 (zy)， 
hh, ,Vr (CRY Vy ol, 


Wy Py Vr Dy 


所 以 曲 匀 W(x,Y) 二 0 及 sr, ) 王 02 在 成 (2%,#) 正 奖 。 
(2) 设 在 点 (x,Y)， » 
W082=0, 
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as 有 370。 
此 时 ,过 交点 的 两 条 切线 ,必然 一 条 为 水 平 切 线 ， 另 一 条 为 铅 肖 切 
线 ， 它 们 仍然 在 交点 处 正 交 ， . 
最 后 ,我 们 还 要 指出 : 当 #0 一 Zot iyo 全 人 ,f(s0)0 时 , 则 两 
条 曲线 ， 
A A 
必 在 (*eyy 拉 处 正 变 ， 
思考 题 复 变 函数 的 可 微 性 与 解析 性 有 什么 异同 ? 
判断 羡 煞 的 解析 性 有 哪些 方法 ? 


§ 2. 初等 解析 函数 


昼 2.3 及 便 2.4 已 经 指出 了 多 项 式 及 有 理 分 式 函数 的 解析 
性 ， 这 一 节 和 下 一 节 将 进一步 讲 复 变 数 的 初等 函数 ， 这 些 函 数 是 
数学 分 析 中 通常 的 初等 函数 在 复数 域 中 的 自然 推广 ， 经 过 推广 之 
后 的 初等 函数 ， 往 往 会 获得 一 些 新 的 性 质 ， 例 如 ， 复 指数 函数 6 
是 有 周期 的 ,函数 sinz 及 cosz 巴 不 再 是 有 界 的 ,等 等 . 

1. 指数 函数 ”由 例 2.9， 我 们 知道 /(z)=e*(cos y +isiny ) 
在 > 平面 上 解析 , 昌 f(z) 二 f(s)}。 进 一 步 ,还 易 验 证 

f(s1+ 82) = f(a1) 7 (22). 
因此 ,我 们 有 理由 给 出 下 面 定义 ， 
定义 2.4 对 于 任何 复数 2 二 x +iy ,我 们 用 关系 式 
e*—etir—e:(cosy + isiny ) {2.9) 
来 规定 指数 函数 67, 

”对 于 复 指数 函数 e*, 我 们 指出 它 上 共有 如 下 的 性 质 ， 

(1) 对 于 实数 ;二 x(y 王 0) 来 说 ,我 们 的 定义 与 通常 实 指数 函 
数 的 定义 是 一 致 的 

(2) |e*|=e*>0,arge’: 一 y; 在 2 平面 Fe“0. 

(3) e: 在 平面 上 解析 , 且 (e")'=e*。 
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《4) 胡 落 定理 成 立 , 即 8"t"=e™e. 
《5) 6 是 以 2 到 为 基本 周期 的 周期 国 数 ( 注 (1))， 
因 对 任 一 整数 有 ,et2t*i 一 ere2t"i 一 5， 
这 里 esi 
《6) 极限 lime’ 不 存在 , 即 e" 无 意义 、 


周 当 * 治 实 畏 趋 于 + co 时 ,ecof 当 = 洛 实 轴 樟 于 一 co 时 ， 
e*—0, 

注 (1) 如 一 函数 了 (z) 当 2? 增加 一 个 定 值 @ 时 其 值 泵 变 ; 即 
f(z 十 名) 二 J(z), 则 称 1 (2) 为 周期 图 数 ,@ 称 为 1z) 的 周期 ， 如 
f (2z) 的 所 有 周期 都 是 某 一 周期 % 的 整 倍数 , 则 称 @ 为 f(z) 的 基 
本 局 斯 . 

(2) (3.9) 式 中 , 当 z 的 实 部 z=0 时 ,就 得 到 歼 拉 公式 

ei 一 co8sy 十 isiny ， 
所 以 (2.9) 是 欧 拉 公式 的 推广 , 
(3) 因 ee 一 一 6 二 1, 从 而 


1 eB” sa 
* ez} er —e€ : 人 


(4) 6 仅仅 是 一 个 记号 ， 其 意义 如 定义 2.4， 它 没有 医 的 总 
义 ， 

(5) 虽然 在 平面 上 ,e 一 e+2ori(R 为 整数 ) ,但 

{2*)/=—e’y0 

即 不 满足 罗 尔 (Rolle) 定理 , 故 数学 分 析 中 的 微分 中 什 定 理 不 能 直 
接 推广 浏 复 平 面 上 来 ， 不 过 , 洛 比 达 (L'Hospital) 靶 则 在 复 平 量 
-上 却 是 成 立 的 ( 见 本 章 习 题 2 ). 

“ 例 2.11 对 任意 的 复数 ,车 6 二 6 出 必 有 

二 2kxi( 上 k 为 整数 ), 
证 由 假设 ,对 :二 0,w%m=q 十 记 , 就 有 


2£°=é0=1, etcosd +isind)=1 


ss GF * 


平 是 e"=1, cosb+isinb=1, 


斯 以 a—=0, cosb=1, sinb—=0, . 
因此 a==0，5 一 2kx (有 为 整数 )， 
故 必 有 加 二 4 二 + 记 二 2kRri (上 为 整数 )， 


2， 三 角 函 数 与 双 曲 函数 ”由 (2,9)， 当 *=0 时 推 得 
6 一 CO08Y + dsiny, ，， 
eV—cOsy— isiny, 
这 里 去 端 表 右 端 那 个 确定 的 复数 ,从 而 得 到 


ei pi cosw 一 ET 
2 了 2? 了 2 


-对 于 任意 的 实数 y 成 立 ， 这 两 个 公式 中 的 y 代 以 任意 复数 z 后 ， 
油 (2. 态 , 厂 端 有 意义 ,而 左 端 尚 无 意义 ， 图 而 我 们 给 出 如 下 定义 ， 

定义 2.5 规定 

sinz = ， COSZ 一 二 - ， 

:并 分 别称 为 > 的 正弦 国 数 和 佘 艾 函数 。 

这 样 定名 的 正弦 和 余 苇 函数 具有 如 下 性 质 ， 

(1) 对 于 z 为 实数 y 来 说 , 我们 的 定义 与 通常 正 苇 及 余弦 孙 
数 的 定义 是 一 致 的 ， 

(2) 在 :平面 上 是 解析 的 , 且 


siny 一 


(sinz)’ =eoss, (coss) = — sing, 
因为 
| +: 1 , 1 ， _ 
一 ~ 一 i pi iz 一 上 1 一 
{sims )’— 3 ile ee)} 3(e ee ) =cosz, 


. 辐 理 可 证 另 一 个 . 
(3) sinz 是 奇 国 数 ,coss 是 偶 硝 数 ， 并 遵从 通常 的 三 角 恒 等 
-起 
Sin2% 十 GO82S 一 ]， 


二 上 5 让 


Sin{ 31+ 22) =Sinscosss + COSZ1MIN Sg, 
COSCL1 十 502) 一 CGOSZ1COSZ2 一 Si 于 多 18SilnZ2y 


等 等 ， 葬 如 


, et pit 
sin(g1 + 2) oO 
ileizs eisg-iss 
@is1 -isl sa -4 iz 
ia | ei rt eis 
2 2 


= sing1cossz + COSS1Sin2s, 
《4) sinz 及 coss 是 以 2 为 周期 的 周期 国 数 ， 
因由 定义 2.5， 
可 站 下 二 和 站) pi 


cosf2 小 了 x)= 一 
2 
pite2T: 干 Fm 


2 


Ei 十 和 
= 一 COsz, 


2 
人 局 理 可 证 另 一 个 . 
(5) sinz 的 零点 ( 轩 sinz 一 0 的 根 } 为 
Zz 二 NR ROL 
cosz 胸 零 点 汶 
s(t 二 jr (如 一 0, 士 1, }, 


事实 上 ， 因 为 方程 sins=0 可 以 写成 ez 一 1， 如 令 z= e+ 
88, 即 可 写成 E282 =- 1= es™*™r 鼓 
e281,2a—2nx (R=0,+1,"**), 


即 B=0, a=Rx 【和 一 和 ,上 士 1，)。 
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所 以 5 一 AT (8 =0, 士 1, 0) 是 sins 的 零点 , 

同 理 可 推 得 cosz 的 零点 ， 

(6) 在 复数 域内 不 能 再 断言 

|sins] 委 1,1eoss| < 安 1. 
例如 ; 取 s 一 iy(y>0), 则 
Hiy)》 eitiy) yy 

2 
只 要 y 充分 大 ;cosiy 就 可 大 于 任 一 预先 给 定 的 正 数 . 

例 2.12 求 sin(1+23 认 的 值 . 


四 十 汪 和 》 —itl+2i —2ti 2 一 
: . 个 -一 所 [3 —e 
解 sin(1+2 2 二 一 一 一 一 一 一 - 一 一 


cos(iy)= 


2 
er2(cos 1 isia 1 一 ezfeos 1 一 isin 1} 
本 2 

好 3 ep 2 一 


= sin 1+i- cos1 


—ch 2sin 1+ish 2 co0s 1. 

全 2.13 对 任意 的 押 数 z, 若 sin(z 十 名 ) 二 sinz, 则 必 有 
名 二 3 x 《R 为 整数 )， 

证 由 概 设 ,有 sin(z 二 @} 一 sinz 二 0, 二 而 


,0 『 全 
-三 3 二 全 一 
Sin 一 COS \ 一 0， 


获 必 加 二 2 8 (上 为 整数 ), 
定 巡 2.6 规定 
sin CO 
(B20o8s ’ BT ns 
1 
Seca 一 SC 二 一 一 » 
COI3 8&1 也 三 


分 别称 为 z 的 正切 、 宗 切 、 正 齐 及 余 害 前 数 , 
这 四 个 阔 数 都 在 平面 上 使 分 母 不 为 零 的 点 处 解析 ， 且 


(ta2)’=secis, (cies}’= ~ Cc 
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《SeC2)7 一 SECSLS2 CSC5) 一 一 CSCZCEC2， 


正切 和 舍 切 的 周期 为 =, 正 割 及 余 审 的 周期 为 2 r*。 例 如， 就 函数 
tgz 来 说 , 它 在 :天 ( + 二 jr Ga 一 号 士 1,…) 的 各 点 处 解析 ， 
且 有 1g(z+z)=tgz。 因 为 


sin(g+w) — Sjns Sinz 
一 =—————tgs, 
cost(s+ rx) 一 上 DSS COSY 


* 例 2.14 对 任意 的 复数 z, 若 tgCz 十 @) 二 tg2z, 则 必 有 
四 一 天 rr 【( 声 为 整数 )， 
证 ”由 定 光 2.6 及 定义 2.5 知 


sing 2 一 
cosz 人 62 二 1) 
0D 


-由 吐 可 见 ,t8{z 十 名) 二 t82 等 价 于 e+ 一 6 故 必 有 
Elid 
-所 以 二 x 【到 为 整数 )。 
定义 2.7 规定 | 


tg(tz+ ww)= 


并 分 别称 为 = 的 双 烛 正切 、 双 曲 余 蔬 、 双 晶 正 切 、 双 曲 余 切 、 驳 
曙 正 割 及 双 曲 余 宙 国 数 、 

显然 ,它们 都 是 解析 函数 ,各 有 其 解析 区 域 ， 且 都 是 相应 的 实 
双 曲 函数 在 复数 域内 的 推广 ， 

由 于 6 及 e 一 和 尼 以 2 mi 为 基本 周期 ， 帮 观 曲 正 划 及 双 曲 余 
骇 函 数 世 以 2 mi 为 基本 周期 ， 

关于 三 角 函 数 与 双 昌 函数 的 有 些 性 质 以 及 它们 之 问 的 关系 ， 
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我 们 已 列 入 本 章 习 是 ， 

注 (1) 由 定义 2.5 可 知 , 对 任何 复数 :, 有 

Ei2 -COSZ + isinz, 

这 是 欧 拉 会 式 在 复数 域内 的 推广 . 

(2) 定 尖 2.5、 定 多 2.6 及 定义 2.7 本 身 就 反映 了 复 三 角 消 : 
数 与 复 指 数 函 数 的 关系 以 及 复 双 曲 阔 数 与 复 指 数 联 数 移 关系 ， 换 
次 之 ,无 论 是 复 三 角 国 数 还 是 复 双 昌国 数 ,都 是 由 复 指数 函数 表示 . 
的 ， 

- 本 节 所 提 到 的 初等 函数 都 是 周期 函数 ,在 下 一 节 , 我 们 可 以 证 . 

吉它 们 的 到 范 数 都 是 多 值 图 数 ， 


8 3， 初 等 多 值 函 数 


在 复数 域 中 对 于 多 值 函 数 的 研究 共有 特殊 的 重要 意义 因为 - 
只 有 在 这 样 的 研究 中 才能 看 出 函数 多 值 性 的 本 质 ， 本 节 的 一 个 内 
容 是 介绍 赛 国 数 与 根基 函数、 指数 函数 与 对 数 函 数 的 映射 性 质 : 
衬 要 内 容 是 采用 限制 辐 角 或 制 玻 毕 而 的 方法 ， 来 分 出 根 式 戎 数 与 
半数 函 数 的 单 值 解析 分 支 ; 最 后 ,对 反 三 角 凌 数 及 一 般 宕 函 效 只 作 
初步 介绍 ， 

为 了 下 面 讨 论 的 需要 ,我 们 党 给 出 如 下 定 文 ， 

定 久 2.8 设 苑 数 f(z) 在 区 域内 有 定义 , 且 对 刀 内 任意 不 
间 的 两 点 z1 及 z2, 都 有 了 Cz1) 隆 f(a), 如 称 荡 数 了 (z) 在 五 内 是 单 
吁 的 ， 并 且 称 区 域 吕 为 f(z) 的 单 叶 性 区 域 ， 

”显然 ,区域 忆 到 区 域 @G 的 章 叶 满 变换 wv 二 f(z) 就 是 号 到 GG 的 


定义 2.9 ”我 们 规定 根 式 函 数 ww 一 六 > 为 时 函数 ?二 w* 的 反 . 
阔 数 (n 是 天 于 1 的 整数 ). 


* BO = 


(1) 蚕 牙 数 的 变换 { 映 射 ) 性 质 及 其 单 叶 性 区 域 
函数 2 二 Www” {2,10) 
在 如 平面 上 童 值 解析 , 它 把 扩充 也 平面 变 成 扩 完 了 平面 , 且 2…:0， 
_ 9 分 别 对 应 于 w=0,50， 可 是 由 
w= sp Tae A 
(R=0,1,'"",n—1) 
知道 ,每 一 个 不 为 零 或 2 的 4, 在 名 平面 上 有 有 %* 个 原 象 , 且 此 二 个 
点 分 布 在 以 原点 为 中 心 的 正 4% 角形 的 顶点 上 .和 于是， 图 数 502.10) 
的 反 函 数 w= 交 = 在 平面 上 就 厦 % 信 的 ， 
如 果 置 8 二 re™,w 二 pe”?, 风 (2,10) 成 为 
r=p",0=ng. (2,11) 


由 {2.11) 知 道 ， 变换 (2.10) 把 从 原点 出 发 的 射线 名 二 Yo 变 成 
起 原点 出 发 的 射线 8=nzgpo， 并 把 圆周 p= po 变 成 回 周 7= p83 (图 
2.2), 


图 2.2 


当即 乎 面 上 欧 动 射线 从 射线 罗 = 0 扫 动 到 射线 = 有 时， 在 
变换 :一 w* 下 的 象 ， 就 在 z 平 而 上 从 射线 9 二 0 扫 动 到 射线 6= 
#90。， 从 而 ， 凤 平面 土 的 角形 0<p 之 go 就 被 变 成 z 平面 上 的 角形 


a Ol" 


0<0<ngof 图 2,2)., 

特别 ,变换 (2.10) 把 见 平面 上 的 角形 一 二 < < 过 变 成 z 平 
阁 除 去 原点 及 负 实 加 的 区 起 (图 2.3). z 

一 般 , 变 换 (2,10) 把 张 度 为 二 的 角形 


(< »<( 2 + 过 (2.12) 
{R=0,1," + ,NCO—1) 
都 变 成 2 平面 除去 原点 及 负 实 轴 的 区 域 ， 图 2,3 是 =0 的 情形 。 
图 2.4 是 n= 二 3 的 情形 ,这 时 了 (二 一 0;1,23) 都 变 成 各 平面 除去 原点 
及 负 实 轴 的 区 域 . 


* 2 » 


显然 [2.12) 是 函数 (2.10) 的 单 叶 性 区 域 的 一 种 分 法 ， 因 内 
(2,11) ,我 们 知 遵 区 环卫 是 (2,10) 的 单 叶 性 区 域 的 充 要 笨 件 是 ;对 
于 人 内 任 一 点 外 1, 窗 足下 面 等 起 的 点 ws 

2 kr 


lwzl=|w|, argw2—=arg 好 1 十 一 人 
(R=1,2,+'",R—1) 

不 属于 工 ， (2.12) 的 这 些 角形 互 不 福光 而 寺 满 (都 加 上 同一 端 迪 
界 )tw? 平 面 (图 2.4). 

总 之 ;办 了 钞 数 岂 二 23"n 是 大 于 1 的 整数 ) 的 单 叶 性 区 域 ,是 癌 
点 在 原点 2=0, 张 度 不 超过 二 乏 基 

(2) 分 出 四 一 区 二 的 单 值 解析 分 支 “ 当 =re2 时 ,函数 

和 和 


~ 人 Fe 


相差 2 2 7+ 的 整数 倍 ), 今 在 4s 平面 上 从 原点 0 到 点 吕 任 意 引 一 条 身 
线 ( 或 一 条 无 办 简单 曲线 由 ) , 将 3 平 前 割 玻 , 割 破 了 的 平面 构成 
一 个 以 此 基线 为 边界 的 区 域 ， 记 为 (同时 我 们 就 用 避 表 永 包 含 
在 割 破 了 的 = 平面 内 的 某 一 子 区 域 )， 在 必 由 随意 指 宏一 态 2o 站 z0; 并 


i 


担 直 20 和 下 国 习 国 ) 和 全 和 


假定 从 原点 起 制 破 负 实 轴 ,是 GG 内 过 %0 的 一 条 简单 闭 曲 线 ， 
即 忆 不 罕 过 负 实 加; 它 的 内 部 不 包含 原点 2 二 0, 则 当 变 点 z 从 如 起 
强 C 一 局 时 ,2z 的 蒙 点 ww, 一 (2% )s 备 画 出 一 条 闭 曲线 古 ,( 包 含 在 
角形 了 内 ) 而 各 回 到 它 原来 的 位 置 ;因为 这 时 arg 2 回 到 其 
起 始 的 值 argzo( 如 图 2,5, 它 是 %= 二 3 的 情形 )， 


地 这 是 一 条 通 启 无 穷 远 点 的 三 站 简 单 曲 线 ， 它 在 厌 操 与 长 上 另外 芷 一 点 之 闻 的 
部 分 都 是 简单 违 续 曲线 。 
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因此 ， 在 区 域 @ 内 可 以 得 到 六 > 的 a 个 不 同 的 单 值 连 续 分 支 
散 数 


wi= (名 三) 一 区 Teaje 2 ， (zEG) 


(R=0,1,2,*.* ,7—1) (2.13) 
它们 也 可 记 成 a 
w= (VTE "), (EG) 

(R=0,1,... ,C1) {2.13)’ 
(2.13) 或 (2.13)’ 称 为 多 3 的 个 单 值 过 续 分 支 函 数 ， 当 取 0， 
1，…，…,% 一 1 中 的 固定 值 时 , 它 就 是 多 z 的 第 天 分 支 函 数 

下 面 ;我 们 很 据 列 入 本 章 习 题 9 的 那个 定理 ,来 验证 这 4 个 单 
值 连 续 分 支 国 数 都 是 解析 函数 ， 并 有 


dw _1 (Fz), 
A 7) -i {ztE 如 ) (2.14) 


{R=0,1,*'* ,RO—1) 
例如 ; 对 ww 二 (4s) 这 一 单 值 连续 分 支 消 数 ,其 实 部 及 虚 
部 


Wr 0) = r cos + 2 hr ,vr 0) = 7 sin +2 2 


一 共生 


ee 


在 后 内 此 为 7 问 可 徽 国 数 ,并 且 


_ 1 3-3 +2 kr yy = lrisind 2 er 
N08 本 ， 
in 
Vr 二 Hn Up = COS 多 
在 引 内 广 足 极 坐 标的 C.-R. 条 件 ， 
1 1 
Ue proses 


获 多 :二 (#8); 在 避 内 解析 , 朋 


1 1 
r (Tr! cos d+ 2k i ' sin x) 
用 入 各 四 


11 如 +2RKx  ,, 全 2 
立马 和 S11 
人 Ea 如 


i 
= (0,1,..., Rn—1), 
如 府 


(3) 妈 一 六 二 的 支点 及 支 齐 线 我 们 再 分 析 一 下 , 如 果 不 象 
上 述 办 法 荐 破 z 平面 , 则 变 点 z 就 可 以 沿 一 条 简单 闭 曲 线 忆 (如 图 
2.5) 变 ，z0 是 0 .上 蘑 一 个 点 ,0 包含 原点 z=0 在 其 内 部 。 这 时 ， 
了 这 穿 过 人 负 实 轴 ， 于 是 , 当 变 点 z 从 友 出 发 , 德 正 ( 负 ) 方 向 绕 世 一 
项 后 ,26 的 辑 角 已 经 增 ( 减 ) 了 2 x ,2 的 象 点 wi ==(297 2) 就 不 可 能 
何 到 它们 的 原来 位 置 wA (wi 二 wo) ,而 是 澡 如 图 2.5 中 虚线 路 
径 ， 从 一 支 变 到 另 一 支 ; 
w= I Sw DOO Wg 

(<—) (< 一) (一 ) (一 ) <) (< 一 ) 

这 祥 一 来 ,在 包含 或 包围 着 原点 z=0 的 区 域 内 ,我 们 不 可 能 把 
弘 三 BE 4 分 戌 # 个 狼 立 的 单 值 解析 分 支 。 而 现在 ， 这 些 分 支 好 象 
在 原点 z=0 连接 起 来 , 拌 不 散 了 。 
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六 re 


原 点 :=0 一 一 在 此 点 的 充分 小 邻 域 内 , 作 一 个 包围 此 点 的 殴 ; 
周 厂 , 当 灾 点 4 从 石上 一 点 出 发 , 绩 厂 连续 变动 一 周 而 回 到 共 册 : 
发 虞 时 ,PY 从 其 一 支 变 到 员外 一 支 一 一 我 们 称 它 为 上 “的 赤 
点 ， 

2 二 co 入 县 有 s=0 所 具有 的 类 位 性 质 ,也 称 为 多 2 的 支点 ， 
因为 z 沿 顺 时 针 方 向 弹 以 启 点 :一 0 为 心 ,半径 为 充分 大 的 圆周 广 
(此 圆周 可 以 看 作 是 在 点 上 的 邻 域 内 ， 并 所 国 着 的 一 个 贺 周 ) 一 . 
周 时 ， 六 = 也 从 其 一 支 变 至 另外 一 支 ， 

一 般 地 ,具有 这 种 性 质 的 点 ,使 得 当 变 点 : 绕 这 点 一 整 周 时 ， 
多 值 消 数 从 其 一 支 变 到 另 一 支 ,也 就 是 说 , 当 变 点 回转 至 原来 的 位 
置 时 ,函数 值 与 原来 的 值 相 异 , 则 称 此 点 为 此 多 值 函 数 的 支点 . 

放 吉 除 在 z= 二 0 及 4 二 具有 上 述 性 质 外 ,其 它 任何 点 丝 不 其 
此 性 质 ， 因 此 ， 绢 z 仅 以 z=0 及 2 一 % 为 支点 ， 

用 米 割 破 z 平面 ， 借 以 分 出 区 2 的 单 值 解 析 分 支 的 割 线 ， 称 
为 六 3 的 支 制 线 。 一 般 地 说 ， 支 割 线 可 以 区 分 为 两 岸 。 当 支 割 线 
接近 于 平行 > 辆 的 方向 ， 就 分 成 上 岸 与 下 岸 ! 当 支 制 线 接近 平行 
于 3 贡 的 方向 ， 就 分 成 左 岩 与 右岸 ， 每 一 单 值 分 支 在 支 制 线 的 两 
岸 取得 不 同 的 值 . 

对 应 于 支 割 线 的 不 同 作 法 ， 分 支 也 就 不 同 . 因为 这 时 各 分 支 
的 定义 域 G 随 支 剂 线 改 变 而 改变 ,其 值 城 代 ,Ck 二 0,1,…… ,nn 一 1) 
当然 也 要 随 支 割 线 改 变 而 改变 ， 但 无 论 怎样 ,各 分 支 的 总 体 仍然 
是 六 * ,因为 改变 后 的 人 T;( 志 =0,1,…… ,rn 一 1) 仍 然 互 不 烛 交 而 填 
清 { 邦 加 上 同一 端 边 界 } 吕 平面， 

特别 情形 ， 是 取 负 实 轴 为 支 制 线 而 得 出 的 % 个 不 同 的 分 支 ， 
其 中 有 一 发 在 正 实 轴 上 取 正 实 值 的 ， 称 为 区 的 主 值 支 , 它 可 以 
表 为 : 


(FN Re ,rn), 《2.15》 
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顺便 指出 ， 每 一 单 值 分 支 在 支 制 线 上 是 不 连续 的 ， 就 拿 以 负 
实 轴 为 支 割 线 的 主 什 支 (2.15) 来 说 ， 当 = 从 负 实 轴 上 方 趋 于 点 4 
= 一 z(z>>0), 与 从 负 实 轴 下 方 趋 于 此 点 时 ,分 蜀 有 极限 Bw ei 
及 人 Fe 和 不过， 函数 风 一 了 2 的 每 一 单 值 连续 分 支 ， 可 以 
扩充 成 为 直到 负 实 轴 ( 除 去 原 点 z = 0 的 上 岸 (或 下 岸 ) 连 续 的 医 
数 ， 扩 充 的 散 数 值 称 为 上 述 单 值 连续 分 支 在 负 实 轴 的 上 岸 (或 下 
岸 ) 所 取 的 值 , 

值得 注意 的 是 多 z 除 了 表 多 值 函 数 的 总 体外 ,在 一 般 书 中 ， 
也 常用 它 同时 天 某 一 特定 单 信 分 支 。 这 时 ， 一 定 要 从 上 下 文 去 看 
它 究 况 是 表示 什么 区 域 上 的 鄂 一 分 支 。， 比 如 ， 当 我 们 将 的 第 
衣 支 ( 术 二 思 仍 用 区 表示 时 ,公式 {2.14) 就 可 写成 


工 _ ， 
二 2 ， (2,14)’ 


这 时 ,(2.14)' 中 的 卢 F 及 a7* 就 不 能 看 成 多 值 函 数 的 总 体 ， 而 应 看 
成 同一 个 特定 单 值 解析 分 支 . 

还 要 强调 一 下 ,对 于 定义 域 G 而 言 ,如 不 包含 (或 不 包围) 诛 
点 (或 点 oo) 时 ， 则 产 “ 在 好 内 已 能 分 出 单 值 解析 分 支 :如 图 2.6 


‘a 8 ww 


图 2,7 


斯 示 各 区 域 人 4) ,否则 (如 图 2.,7 所 示 备 区域 4) 就 要 从 原点 至 点 % 
引 割 线 将 召 割 开 ， 才 能 分 出 单 值 解析 分 支 ， 

前 面 讨论 的 一 切 结论 ,经 过 适当 的 变数 代 换 ,就 可 以 转移 到 多 
少 更 一 般 类 型 的 函数 ， 

w= 3 一 

它 只 以 5 一 8 及 5 三 如 为 支点 ,内 从 一 6 出 发 并 人 向 无 穷 的 广义 往 
草 曲 线 为 支 割 线 。 且 在 沿 支 割 线 制 开 的 :平面 上 任 一 区 域 召 内， 
-能 分 出 ”个 单 值 解析 分 支 ， 

例 2.15 设 =P zs 确定 在 从 原点 z=4 起 沿 负 实 轴 割 破 
了 的 #3 平面 上 ,并 且 名 (让 二 一 i。 斌 求 加 ( 一 让 之 值 . 

解 设 z=re”, 则 

一 TO 

.这 里 2EQ: 一 <DO< 
《{ 国 为 在 单 有 限 支 点 的 情形 , 沿 * 平面 的 负 实 轴 割 破 , 与 限制 : 的 
- 辐 和 args 一 和 2) 的 变化 范围 一 < 3) < 是 一 致 的。) 

(1) 由 已 给 条 件 定 &， 


z=iEG 时,r(i)=1,0(i) = 六. 


上 
kd ji 二 


要 二 一 =€ 3 ,， 必 衣 =2. 


或 直接 由 一 i 的 辐 角 arg( 一 让 这, 合 于 wr<arg (一 让 < 站 看 
出 一 iT:( 如 图 2.8), 因 而 天 一 2. 
(2) 求 ws( 一 让 (一 iEG)， 


因 7( 一 芒 =1， 8 一 芒 一 一 过 ， 改 - 


SCF) Fe 
wl.i)=e * 一 ef 
(3) 各 支 的 图 象 ( 如 图 2.8); 

4 
了 了 0: 一 可 所 argtn(sJ< 3 


G, uo <argwi(2) ns 


5 . 
Ts, x<argwa(s) < 一. . 


ls 
© 
时 
wi (YF)y 
= D py (站 下 1 
企 
-i 
图 2.8 
2. 对 数 函 数 


(1) 复 对 数 的 定义 


定义 2.10 ”我 们 规定 对 数落 数 是 指数 函数 的 反 函 数 。 即 车 
6 一 4 【2520，co) {2.16) 
到 复数 w 称 为 复数 z 的 对 数 ， 记 为 w=Lns。. 


者 站 呈 记 


令 2 一 Te ， 雪 二 名 二 tt， 间 (2,16) 就 是 
rtm er 
因而 ulnr, v= +2 kx 【2 .17 小 
{由 二 站 ， 土 ] ,"**) 
页 入 程 (2.16) 的 全 部 员 是 
Lnzs 一 lnr 二 it 一 2 天 r)，( 开 =0， 圭 1; ) 
或 Lnz 一 In|2z| +iArgz (2.18) 
=ln|2; ti(args + 2 Rar). 
(R=0, +1,**) 
且 Lnzs=lns+2 kari (Rs 一 0, 土 ,0 {2.19) 

这 就 说 明了 一 个 复数 2(z 了 0, %) 的 对 数 全 是 复数 , 它 的 实 部 
是 的 模 的 通常 实 自 然 对 数 , 它 的 虚 部 是 z 的 辐 角 的 一 般 值 , 即 碟 
部 可 以 取 无 穷 多 个 值 ， 任 二 相 异 值 之 差 为 2x 的 一 个 整数 倍 ， 也 
就 是 说 ,w=Lns 是 = 的 无 穷 多 俏 范 数 . 

(2.19) 的 lnz=ina|lz|+iargz 表 Lns 的 某 一 个 特定 值 ， 其 中 
arg3 表 Argzs 的 一 个 特定 值 ， 当 限 定 args 取 主 值 时 ， 即 一 <. 
atrgz<cr 时 ，lns 称 为 Lns 的 求 值 (或 主 们 支 )。 于 是 

主 值 inz=1nlz| +iargz, (2.20) 

(—r<argan) 
例 2.16 设 4>>0, 则 
Lna=lna+2 Rai, (R=0,+1,*"') 
其 主 值 就 是 通常 的 实 对 数 1na,， 
Ln(—a)=Ing+(2 R11)xick=0, tl1,+:.*:)s 
in{ 一 如 1 一 1na -Ti 
特别 lnt—-1}=1nl + wi= is 
La 一 和 一 (2 RKR+1)mi (k=0,+t1,-..*), 

此 例 说 明 ， 复 对 数 是 实 对 数 在 复数 域内 的 排 广 : 在 实数 域内 

“负数 无 对 数 "的 说 法 , 在 复数 城内 是 不 成 立 的 .但 可 修改 成 “负数 


ww ?0 


无 实 对 数 , 且 正 实数 的 对 数 也 是 无 穷 狐 值 的 .* 
例 2.17 Inisinlil ti=Ti 
Lni=T i+2 ji 一 人 (ri 
【《 辫 一 0 ,十 1 ) 
例 2.18 Ln(3+4i)=ln5+iare tg +2 ki, 


(让 二 0, 土 ] ,***) 
《2) 对 数 函 数 的 基本 性 质 


Ln(sz2a) ~ Lnz1+ Lngs, 
eas.) . (2.21) 


局 
Ln = Lnz— Lng:. 
2 


可 以 象 在 实数 域 中 一 样 证 明 它们 在 复数 域 中 成 立 ， 例 如 证 明 前 一 
个 .根据 指数 函数 的 加 法 定理 ,由 重 繁 式 


Er 一 21 和 1 er go 


即 可 推出 杜 等 式 
LiltLnss — gi gs 
另 一 方面 , 因 
Ee) 2 82 
故 EL = E21 LNs 
于 是 得 证 ， 


思考 题 ”参照 我 们 对 公式 (1.12) 及 (1.12)? 所 作 的 说 明 , 试 对 
公式 (2.21) 作 出 类 似 前 说 明 . 
当 求 等 式 


的 对 数 时 ,结果 可 以 写成 
21—=%2+ 2 RAL, 


加 上 2 xi 是 必要 的 ,因为 指数 函数 具有 虚 周 期 2 zi 


"ris 


(3) 指数 函数 = 一 所 的 普 换 性 质 及 其 单 时 性 区 域 
仿 3 二 ?8 ， 坟 二 双 十 光 ; 则 (2,16) 成 为 
r=e', 8=2, 
由 此 知道 ,变换 (2.16)， 
z=8", 【2250 oo)》 
把 直线 ?= 变 成 从 原点 出 发 的 射线 8 二 tw， 把 线段 “一 2 且 . 
一 xz<0 所 27? 故 成 贺 周 7==e” (图 2.9)， 


图 2.9 


当 w 平 面 上 的 动 直 线 从 直线 "=0 扫 动 到 直线 %? 二 vo 时 ， 在 变 
换 z=e* 下 的 象 , 就 在 :平面 上 从 射线 8=0 扫 动 到 射线 0 一 oo。 
下 而 忆 平 面 上 的 带 形 0<v<vo 就 被 变 成 平面 上 的 角形 0<-9<- 
vo( 图 2.9), 

特别 ， 变 欣 z=e*” 把 如 平面 上 的 带 形 一 r<<r 变 成 z 平 面 
上 队 去 原点 及 负 实 轴 的 区 域 ， . 

一 般 ,变换 (2.,16) 把 宽 为 2 4 的 带 形 

B,, (2 RR—1)xn<C v2 k+l1)x, (k=0,+1,***) (2.22) 
都 变 成 2 平面 上 除去 原点 及 负 宾 轴 的 区 域 ( 图 2.10). 

显然 (2.22) 是 函数 (2,16) 的 单 叶 性 区 球 的 一 种 分 法 。 固 由 
《2.47) 我 们 知道 ;区域 下 是 (2.16) 的 单 叶 性 区 域 的 充 要 条 忻 为 ,对 
于 号 内 任 一 点 2i 一 2 十 ii 满足 条 件 


» FT2 » 


2 一 Mi，g%? 一 困 十 2 有 x 【为 非 零 整 数 ) 
的 点 wa 一 az+ 记 ?不 属于 三 ， 
(2.22) 的 这 些 带 形 互 不 相交 而 填 满 (都 加 上 同一 端 边界 )w 平 
面 (图 3.10). 


图 2.10 


总 之 ， 指 数 国 数 如 三 拓 的 童 叶 性 区 域 ， 是 = 平面 上 平行 于 实 
提 , 宽 不 超过 2x 的 带 形 区 域 , | 
(4)》 分 出 w= 二 Lnz 的 音 慎 解析 分 支 ” 参照 图 2.11 作 类 似 于 
对 靖 数 名 = 六 3 的 讨论 ， 在 z 平面 上 从 原点 # 二 0 起 割 破 负 实 轴 
的 区 域内 , 可 以 得 到 忆 二 Lnz 的 无 穷 多 个 不 同 的 单 值 连续 分 支 
茵 数 
w=lnz lnr(s) +iTO() +2 Re]. (2.23¥ 
(2EG, Rd0, +t],*'') 
它们 也 可 记 成 
w=lnztln 1 =i2 ka), (2zEG) 
(天 一 0， 芋 Tv)》 《2 .2337 
仍 可 根据 列 人 本 意 习 题 9 的 那个 定理 ,验证 (2.23) 熙 在 如 内 解析 ， 
且 有 


3 


和 ina 六 (2zE GR=0,+1,*…). 


当 不 制 破 = 平 而 时， 参照 图 2.11 作 类 似 于 对 w= 多 到 的 计 
论 , 即 知 几 = Laz 仍 只 以 z=0 及 z= 为 支点 , 仍 以 连接 z=0 及 
2 = oo 的 广义 简单 曲线 (特别 是 负 实 轴 ) 为 支 着 线 ， 


3 | 一 
一 人 二 六 一 
wy 
Bl 及 一 一 
= 0Y mir 了 一 ee 
个- ~- 
Ww Or 
吉之 1ns2 Bo 从 卫 
+ 有 站 十 二 i i 
一 一 和 ”一 一 一 
， ~ 1 
B-) 克 - 
太一 
B11 
一 一 人 一 
图 2.11 


同 理 , 易 知 Ln(z 一 4) 只 以 <=a 及 == oo 为 支点 , 以 联结 = 
a 及 一 的 任 一 射线 或 广义 简单 曲线 为 支 制 线 ， 在 沿 支 制 线 害 
开 了 的 :平面 上 任 一 区 域 G 内 ,En(z 一 a) 的 每 一 分 支 是 单 值 解析 
的 . 
38， 一 般 署 函 数 与 一 般 指数 函数 

定 久 2.11 儿 一 2 一 ezc0 oo} 4 为 复 带 数 ) 称 为 < 的 

此 定义 是 实数 域 中 等 式 

zi 一 ceo (zz>>0，c 为 实数 ) 

在 复数 域 中 的 推广 .不 难 验证 , 当 4 取 整数 mn>>I 或 取 分 数 二 〔 呈 
为 大 于 1 的 整数 ) 时 ， 它 就 是 我 们 已 经 定义 过 的 宕 函数 2 及 根 式 
捅 数 久 4， 


* 4: 


设 lnos 表 Laz 中 的 任 剖 一 个 殉 定 的 值 ， 虽 
有 一 TLnr 一 BN) 
一 让 ne2ri， 【天 = 一 站, 士 1，，)》 
其 中 wo=e"* 表 2 所 有 的 值 中 的 一 个 ， 
现在 我 们 来 讨论 4 的 如 下 三 种 特殊 情形 
(1) 9 是 一 整数 区。 此 时 
E23tMit IM, 


赦 ze 这 时 是 = 的 章 值 函数 . 
(2) a 是 一 有 理 数 包 ( 既 约 分 数 )， 这 时 


2kmia 一 err 二， 


只 能 取 卫 个 不 同 的 优 , 即 当天 一 所 1 2， 8 一 1 了 时 的 对 应 值 ， 王 
是 9 
2 一 wo ei R=0,1,2,.+" ,Pp—1. 

(3) a 是 一 无 理 数 或 典 数 ”这 时 , 式 子 2*"“ 的 所 有 的 值 各 不 
相同 ,z 就 是 无 限 多 值 的 ， 

总 之 ,由 于 Lnz 的 多 值 狂 ,2 一 般 也 是 多 值 的 ( 仅 当 为 整数 
时 例 外 )， 将 a" 分 成 单 信和 解析 分 支 的 方法 与 Lnz 同 ， 且 z?* 仍 只 以 
3=0 及 z= oo 为 过 点， 当 从 蛛 点 起 语 负 实 辐 割 避 ?平面 后 , 对 加 
的 每 一 分 支 ( 仍 汉 z 表 之 ) 有 


Er 


Eo 


,一 azs-i 
总 


当 a 取 分 数 十 (n 为 大 于 1 的 整数 ) 时 , 它 就 是 (2.14)7. 


定 久 2.12 多 二 9+ 二 ea0;%% 为 一 复 常数 ) 称 为 一 般 指 
数 本 上 数 ， 
它 是 无 穷 多 个 独立 的 ;在 z 平面 上 单 值 解 析 的 函数 。 当 a 二 8，. 


® F535 


ITne 取 主 值 时 ， 便 得 到 通常 的 单 值 的 指数 函数 oz 
例 2.19 求 记 
解 


下 6 一 过 -3km 


二 让 的 主 秆 为 e 六 
例 2.20 求 2 
解 D1+i— etltiLng 
= etlt:) ln2 +2amiy 


一 
一 en-2xrfeosln 2 二 isinln2 》 
(k=0, 土 1,--:) 
且 2 的 主 值 为 ez(cosjn 2+isinin 2). 
4。 具有 多 个 有 限 支点 的 情形 
前 面 我 们 讨论 了 根 式 函数 由 =*Y 3 与 对 数 函 数 迪 =Lnz， 
它们 的 支点 都 是 一 个 有 限 支点 *=0 和 无穷 过 点 > 一。 其 支 割 
线 可 以 是 从 0 到 oe 的 一 条 射线 (如 包含 原点 的 负 实 轴 ), 这 与 限制 
变 点 * 的 辐 角 范围 (如 一 *<argz<z) 是 一 致 的 ， 从 而 ,在 : 平 
面 上 以 此 割 线 为 边界 的 区 域 @ 内 ,它们 都 能 分 出 童 值 解析 分 支 ， 
但 对 具有 多 全 有 限 支 点 的 多 值 函 数 ， 我 们 就 不 便 采 取 限 制 辐 
角 范 围 的 办 法 ,而 是 首 党 求 出 该 函数 的 一 切 支 点 ,然后 适当 联结 支 
点 以 割 破 s 平 区 ,于 是 ,在 * 平面 上 以 此 齐 线 为 边界 的 区 域 G 内 
.就 能 分 出 沪 车 数 的 单 值 解析 分 支 ， 因 为 ,在 @G 内 变 点 :不 能 穿 过 
支 制 线 , 孔 就 不 能 单独 线 任 一 个 支点 转 一 整 周 ,函数 就 不 可 能 在 局 
内 同一 点 取 不 同 的 值 了 . 
(1) 讨论 果 数 
w=f (+) = Pa) (2.24) 


的 支点 ,其 中 已 (z) 是 任意 的 克 次 多 项 式 ， 
Plz)= A(2— 1 全 和 一 全 可 2 
Ge3 Gm 是 五 (2) 的 一 十 相 异 零 点 ，aiyaz pam 分 别 是 
它们 的 重 数 , 合 于 
Ai +an = AN. 
我 们 先 来 看 
例 2.21 考查 下 列 二 示 数 有 饥 些 支点 : 
(a) f(a)= Yat a) (bf(5) 一 多 IT 一 27 

解 

(qa) 当 2: 铬 内 部 包含 0( 但 不 包含 1) 的 简单 六 曲线 Co 正方 
向 绕 行 一 局 时 ,z 的 辑 角 得 到 增 量 2r( 即 Aoarg z=2 zx),1 一 z 的 
辐 角 并 未 改变 ( 取 Ac,arg(1 一 zs) 一 Ao,arg(# 一 1) 一 0), 结 果 f(z)= 
TY za 一 5 的 硬 角 获得 增 量 *, 即 


Acarg fz) = 方 [Acargs +Ac arg(1—s)] 


= 地 [2 +0]=#, 
玻 f(z) 的 终 值 较 初 值 增加 了 一 个 因子 e”*= 一 1, 发 生 了 变化 ;可 
见 0 是 了 (2) 一 Vs 一 外 的 支 虎 ， 后 样 的 讨论 ， 可见 1 也 是 其 
支点 ， 
任何 算 于 9,1 的 有 限 点 都 不 可 能 是 f(z2) 的 支点 ， 事 实 上 , 对 
于 这 样 的 点 5: 可 以 取 一 条 包含 但 不 包含 点 0,1 的 简单 六 曲线 
Mzarg 了 Tiasars Meat ol 


= 地 [0+0]=0， 


好 f(a) 的 终 值 与 初 值 比较 ,未 发 生 改 变 ， 
如 打 简 单 闭 曲线 同时 包含 0.1 两 点 ( 即 图 2,12), 点 z 洛 忆 


4 FP 


图 2.12 


的 正 向 侥 行 一 局 后 ， 


全 arg f(z)=3[Ao arg 2 tAearg(1—2)] 


= 二 [Ac arg z+Ararg(z—1)] 


= [2 2 四 一 2 


结果 是 f(z) 诛 来 的 值 乘 以 ex"' 二 1, 并 不 改变 其 值 ， 由 此 可 见 ,oo 
不 是 fs) 的 支点 . 
{858) 了 fs) 可 能 的 支点 是 0,1,co， 如 图 2.12, 由 于 


Ac,argf (2)— 言 [Areargz + A arg(1T 72)] 


-1 27 
一 本 [2 x+0]= 3 了， 


Ao,aref (2)= 3 [Acargz + Acarg(1—2)] 
Lire 一 人 
一 本 [0 2 zj 一 EE 


Apr atg f(z)=3[Ae arg%+Ao argtl—2)] 


1 4 
一 可 [2 各 和 十 2 bb 二 3 


结果 1(z) 的 值 均 较 原 值 发 生 了 变化 ， 故 0.1.co 都 是 放 z) 的 支 
点; 且 此 外 别 无 支点 . 

对 函数 (2.24) 作 类 位 地 讨论 ,我 们 就 能 得 到 下 列 结论 ， 

(qa) (2.24) 可 能 的 支点 是 ea，……，,eamn 和 co 

(5》 当 且 仅 当 % 不 能 整除 a 时 , 4; 是 信 P(2) 的 支点 ; 

{c) 当 且 仅 当 %% 不 能 整除 入 有时，co 是 依 瑟 (4] 的 支点 ，; 

(9) 如 果 # 能 整除 a1,92,… ;as 中 党 二 个 之 和 , 则 ai，as， 
“san 中 对 应 的 那儿 个 就 可 以 联结 成 割 线 , 即 变 点 沿 只 包含 它 
们 在 其 内 部 的 简单 闭 曲线 转 一 整 周 后 ,函数 值 不 变 . 

《2)》 由 已 给 单 值 解析 分 支 的 初 值 了 (si) ,计算 终 值 了 (22). 

借助 每 一 单 值 解析 分 支 f(z) 的 连续 性 , 光 计 算 当 z 从 如 广 
曲线 C (不 罕 过 支 制 线 ) 到 终点 志 时 ， 了 (z) 的 辐 角 的 连续 改变 量 
Aoargf(z); 再 计算 终 值 

f(a2)= tf (a) ert) 


— |f (go) ell st att are) 


时 flzs)= 1/ (za) | eldeste), er 人 人 {2.28) 
长 中 Acargf 了 f(z) 与 arg 了 (2z)) 的 取 值 无关,arg 有 (#1) 可 以 相 闫 2 的 


例 2.22 试 证 f(z) 一 记 2(1 一 2) 在 将 2 平面 适当 割 开 后 能 
分 出 三 个 单 值 解析 分 支 ， 并 求 出 在 点 =2 取 负 值 的 那个 分 支 在 
之 三 2 的 值 , 


解 〈1)》 由 上 例 ,我 们 已 经 知道 了 (3) 的 支点 是 0 ，1 ,%， 
将 ;平面 洛 正 实 辅 从 0 到 1 割 开 , 再 沿 负 虚 轴 制 开 (如 图 
2.13)， 闻 样 就 保证 了 变 点 z 不 会 单 绕 0 或 1 转 -- 周 ,也 不 会 局 
绕 0 及 1( 即 绕 点 %) 转 一 周 了 ， 在 这 样 制 开 后 的 z 平面 G. 上 ， 
了 (2)=B zt1 一 z) 就 能 分 出 三 个 单 全 解析 分 支 . 
(2) 法 一 设 z=Tie'"， 


1—s= ree, 


册 
他 1 YYS》 十 日 2《8》 十 立 丰 窒 
加 


fs) = mdr)e 
(EG, R=0,1,2) 


当 2 二 2 时 ,= 二 0,0, 二 xx， nO 二 2,7s 二 1 
图 2.15 


(a+ 


f= Ie” 3 ,k=0,1,2 
当量 和 仅 当 R=1 时 ,F(2) 取 负 值 . 
攻 所 取 分 支 为 
，_ 上 IC 十 昌 2 久 ?十 宗正 
fi1(2) = rs) rs) e 3 


因此 
Li Ts 
FD)=B TTI el 
= oT) 
Tel 
法 二 ”如 图 2.13. 
= 一 | 
Aoargs = Acarg(1—2)= ra 
于 是 : 


Apargf (2) =3[Acarg +Acarg(1—2)] 


® SB) * 


一 一 一 一 -一 


li ,33 HH 
Tl a )= 12 
而 由 题 设 ,我 们 可 以 认为 argf(2) 二 下 (允许 相 益 3 x 的 整数 倍 ). 
再 由 公式 (2.25) 得 
FOO TI e oy et. 

可 见 , 当 不 必 知 道 所 求 单 值 解 析 分 支 的 解析 吉 村 式 时 ,用 法 二 
《 即 用 会 式 42.25) 计 算 此 单 值 解 析 分 支 的 终 值 是 较 简 古 的 ， 

(3) 关于 对 数 函 数 的 已 给 单 值 解析 分 友 19f(z) ,我们 可 以 异 
助 下 面 的 公式 来 计算 它 的 终 值 ， 

inf (z)=1n|f(22)| + iargf (za) 
=ln[f(zs)|+ifargf (22)--argf (21)+ 
+argf (2:1)] ， 
即 Inf(ss)? 一 IF | +iAoargf (z) +iargf (21) (‘2.26) 
其 中 心 是 一 条 联结 起 点 za 和 终点 3 且 不 穿 过 支 割 线 的 简单 盟 线 : 
argf(z1) 表 合 条 件 那 一 支 在 起 点 z1 之 值 
lnf (tz) =In|f(z) | +iargf (21) 

的 碟 部 ,是 一 个 确定 的 值 , 

例 2.23 试 证 Ln(1 一 2”) 在 割 去 “从 一 1 到 ; 的 直线 段 ”,“ 从 
i 到 1 的 直线 段 * 与 射线 “x 二 0 且 之 1 的 z 平 面 内 能 分 出 单 值 
解析 分 支 ， 并 求 二 0 时 等 于 零 的 那 一 支 在 4 二 2 的 值 . 

和 解 (1) Ln(1 一 22) 的 支点 为 # 二 土 1 用 co 

国 ln(1—22)=In(1-—2)}+ln(l1+sz) 
当 变 点 2 单 绕 一 1 或 +1 一周 时 ,ln(1 一 2*) 的 值 就 改变 2 xri (党 正 
向 ) 或 一 2 # 江 沿 负 向 }, 即 1n(1 一 2”) 从 一 支 变 成 另 一 支 ; 当 变 点 8 
闻 绕 一 1 及 十 1 一周 时 ,ln(1 一 2*) 共 改变 4 xi { 祝 正 向 ) 或 一 4 wi 
( 沿 负 向 ), 即 1n(1 一 #2) 也 从 一 支 变 成 另 一 支 . 

将 2 平面 沿 题 中 要 求 荐 破 后 (图 2.14), 栾 点 z 既 不 能 单 弹 


" BIs* 


一 1 或 +1 转 一 属 , 也 不 能 辐 绕 一 1 到 +1 转 -一周 ， 于 是 ,在 这 举 割 
破 了 的 = 平面 上 任 一 区 赴 G 办 ;LntI 一 53) 就 能 分 出 单 什 解析 分 


图 2.14 


《3) 当 # 从 z=0 沿 6 内 一 条 简单 曲线 CO 变动 到 3 一 2 时 ,于 
图 2.14， : 
Aoargl1--22)—=Aarg(t1l + 2s)(1— 2) 
—=Acargtl+ 32) 1+Aoarg(1--2) 
=Acargt— {1+£)]+Acarg(l—2) 
二 十 二 二 江 ， 
忆 知 此 指定 分 灭 在 2 一 0 的 值 为 6， 从 而 此 初 值 的 虞 部 为 堆 , 故 由 
公式 42.26) 本 知 读 分 支 在 3=:2 的 值 为 
1a|1--22| at xi:ln 3 eri, 
5、 及 三 龟 苞 数 与 反 双 则 三 数 正如 我 们 在 定义 2.5. 定 闵 
2.6 及 定义 ?2.7 中 所 看 到 的 ,三 角 函 数 和 冯 曲 函数 都 可 以 非常 简 
单 的 用 指数 函数 宕 示 ; 因 为 对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 ,所 以 反 
三 角 图 数 和 反观 曲 画 数 都 可 以 用 对 数 函 数 非 常 简单 地 表示 ， 
C1) 我 们 先 从 反正 切 开始 ， 记 号 
ww 二 Arcigz 


指 的 是 方程 tg w=2 


* S22 ， 


的 解 的 总 体 ， 我 们 将 此 方程 改写 成 


1 pi iy 


oe 
1 ¢&' +e 
还 可 改写 成 
vw 工 十 说 
4 一 1 一直， 
由 此 即 得 
2iw=Lnltis 9 
1—izs 
最 后 即 得 
Arctgz =#Ln 1 
同 理 , 由 关系 名 二 Arcsinz 或 由 和 它 等 价 的 关系 
Sin —#, 
我 们 即 得 
， 一 
21 
岂 此 得 ， ea 一 2 ie 了 一 1 一 0 


将 此 等 式 看 作 ez 的 二 次 方程 , 即 得 
eiv= jz Yl, 
iw=Ln(iz+ Y1—2:)., 


中 = 地 Ln(is+ YE 一 区)。 
我 们 得 到 了 反正 弦 恒 等 式 
Arcsins = Ln(ist+ YI 到)， 
铜 再, 对 于 反 余弦 ,我 们 容易 得 出， 


AIrccoss = 地 Ln(s+iyv1—22), 


(2.27) 


{2,28) 


(2,29) 


和 生字 二 


公式 (2.27),(2.28) 和 (2.29) 都 是 无 穷 多 值 的 ,因为 对 凑 是 无 
穷 多 佳 的， 此外， 不 应 忽视 公式 (2.38) 和 (2.29) 中 的 根 式 是 二 擂 
的 

《2》 我 们 现在 来 讨论 驱 曲 国 数 的 反 汲 数 ， 

例如 ， 由 等 式 
s 二 chw 或 2 一 
我 们 即 得 (关于 加 解 出 方程 ) 和 它 等 价 的 等 式 


w—=Ln(z+ ¥y 4:—1 ). 


于 是 Ar chz—=Ln(tzt+ YY #2 —1), {2.307 
同 理 ， 可 得 
Ar shzs—Ln{(s+ Y2:+1), (2.31) 
_ | 卫士 如 
和 Ar ths= 3 Ln I {2.32) 


公式 (2.30)、(2.31) 和 {2.32) 都 是 无 穷 多 值 的 ， 且 公式 《2.3 中) 和 
《2.31) 中 的 根 式 是 二 人 的 ， 

所 有 这 些 本 数 分 成 单 值 解析 分 支 的 方 寺 ， 与 前 面 记 用 的 讨论 
方法 是 类 似 的 ， 只 是 较 复 杂 些 也 较 困 难 些 ， 所 有 这 些 分 支 都 在 适 
当 割 右 平 面 后 的 区 域内 单 值 解析 ， 

例 2.24 求 Arcsin 2 

解 由 公式 (2.28) 

Arcsin 2——iLn(2i+ Y 3i) 
=—iLn[(2+¥ 3)i] 


=—i|in(2+ V3)+ Fit2kni] 


= iln(2t 3)+ 2kr 


人 


( 寺 + 32)r 一 tm(2 二 V3). 


《天 一 0 二 1 十 2，) 
例 2.25 求 Arctgt20). 
解 ” 由 公式 (2.27) 


Atctg(2 站 二 一 了 En (地 ) 


i nl kn 
一 (ln 十 zi 二 2 


_ ln =( 主 ) 
一 本 二 1 了 十 不 好 一 2 tk Tt 


In 3 
2 . 


(下 一 D, 士 1, 士 2 


十 生 


第 二 章 习 题 
《一 ) 


1. 设 运 续 凤 线 C1z=z(1),1E La,81, 有 
z' (to) (iE[Ca, Bl), 
则 ( 斌 证) 曲线 Q 在 点 z(i,} 有 有 切线 ， 
2. 洛 比 达 (L'Hospital) 法 则 ”车 了 (z) 及 有 (在 点 am 解析 , 且 
fz) gat) 0 g(a), 
出 ( 试 证 》 


Ty 
3. 设 fz) 二 { i ， 
自 } 之 三 站 ， 


试 证 玉 2) 在 版 点 满足 C.-R .条件 ,但 却 不 可 微 ， 
4， 试 证 下 列 妆 数 在 2 平面 上 任何 点 都 不 解析 ， 
(1) zis (2) z+ys (3) Res; (4) 二 


5。 试 判断 下 列 函 数 的 可 微 性 和 解析 性 : 


Ei 


» 5 +* 


《1》 ftz)=ry: tisiys 
(C2) fs}= tiy’s 
(8) f(s)=2 TH3 Ey 
(4) f(a) 3 yi ry 
答 ，(D 内 在 原点 #5 一 0 可 铀 ; 
(2) 只 在 直线 y= 二 x 上 可 徽 ; 
(3》 只 在 V2 zs 二 V3y=0 上 可 撤 ， 
{4 处 处 可 微 。 
6， 游 灿 数 了 (2) 在 区 域 DP 内 和 解析; 卫 浦 是 下 列 条 件 之 一 ; 试 证 f(z 在 六 
内 必 为 常数 . 
《1 在 号 内 (2)=03 
《2) 到 2 在 号 内 解析 ; 
《3 f(z) 1 在 上 必 内 为 池 数 ; 
《4) Re 所 z) 陶 Imf(z) 在 号 内 为 常数 。 
7. 如 果 fz) 在 区 域 D 内 解析 , 试 证 if(2) 在 区 域 DP 内 出 解 析 ， 
8， 试 证 下 列国 煞 在 2 平面 上 租 御 ,并 分 别 求 出 其 尘 国 数 。 
{1) f(s) = 3 wyi—3 ry — yi 
(2) fls}=e'(s cos y— ysiny) tie (ycosyt msiny)s 
(3) f(a)=sin x chyt+icos T shy: 
(4) flz)—cos x chy—isinrshy. 
答 : (1) (2) 二 3 wy (2) f(x)=(2 二 1)e"s 
{3) f(z)=cosvehy—isinrshys 
(C4) fi{e)=— (Csinichy ticosrshy), 
9. 试 证 下 面 的 定理 ， 
设 乒 sz) 一 afry 0) tiv(r,0) ,z=re'", 
若 w(y,6),ofr, 人 在 点 (7 的 是 可 微 的 , 昌 满 足 极 举 标的 C.-R 条 件 ， 


Ow _ 1 Bu ov 1 du 
Br 65， Hr 0: 


则 天 2) 在 点 2 是 可 微 的 ,并 且 


f(z)= (cosg —ising) (P+ 字 


* S86 » 


10. 设 : 二 5 十 iy, 试 求 
《CD Je:ls (2) el (3) Re (et) ， 
答 {1) er!:"; (2) en 
(3) eri eos y 
11. 试 证 
(1) ef 一 es (2) sinz=sin 3 
{3) CO:z—=COs FZ, 
12. 试 证 ， 对 任意 的 复数 * 及 整数 mm， 
《ee 
13. 试 求 下 面 各 式 之 值 : 
《1 ety {2) cos(1--i), 
14. 试验 证 ， 


C1) lim S21, (2) lim 
Es Pere 


8 一 工 
有 一 此 


(3) lim® — 008 二 3, 


ss0 ZS—8inz 
15. 设 #5 为 复 常 数 ,5 到 0, 试 证 
CO ostat d+ +costat+ ns) 


sin®+t 1 
-一 一 三 一 COs (e+ 全 让 
Sn 
及 singt+ sintaiB)+ + +sintoa+ nb) 
: 如 于 工 
(ot) 
sin > 
16。 试 证 ， 

{1) sin(is)=ishas (2) cos(iz) = ches 
3) shtis) =isinzs (C4) ch{iz)}=coses 


* B87.* 


(C5) tg(i2)=ithzs (BY th{rs) = itgs, 
17. 试 证 : 
{1) ch’zs—sh’s=1: {2) sech'z+th’z=1} 
(3) echtsi+ za)= chzchast sharshz:, 
18， 车 5 二 xz 十 访 , 谍 证; 
(C1) sinz—~3inzchy + icostshys 
(2) cosz—=cOsrchy—isinrshy; 
(3) [sinz|[:=sin:z+tsh'ys 
(4) Jeoss|:—=cos' sshiy. 
19.。 斌 证 (shzY' 一 chz; (chz)' = 二 shz, 
20， 斌 和解 方程 ， 


(1) e*=1+V 5i; (2) Ine= 3 
(3 1 十 es 一身 (C4) coszsins=0: 


*(5) tgz=1+2i, 

答 ; (1) =In2+ 放 玉 2 Pr )，(R 一 0 十] 
《2) 2 二 让 (3) (2 二 1)xi，(R 为 整数 ); 
(4) 一 于 十 hr，( 上 为 整数 )， 


ll _ 三] 二 
{6) 2= #2 k+ De arcte |+ ns 


(RO, 二]yr'+) 
21， 设 :一 re 试 证 


Re[llntzs—1)j= Fln(ltr—2 reos 9), 
22， 设 w= 六 zz 确定 在 从 原点 z=0 起 沾 正 实 轴 割 破 了 的 平面 上 ， 并 
入 (二 一 重 试 求 w( 一 门 之 值 。 
答 : w( 一 站 = 地 (V8 一 =e , 


23， 设 w= 消 定 在 从 原点 4=09 起 沿 负 实 轴 划 破 了 的 2 平面 上 ,并 且 
女 ( 一 8) 二 一 纪 ( 这 是 边界 上 岸 点 对 应 前 函数 所 》, 试 求 w( 引 之 什 . 


二 总 呈 


be Er be i HE er me 


Sa 


答 ， tf 区 一 es 。 
24, 试 求 (1 十 让 及 3 之 值 ， 
答 ， (1 让 i=eV3e- (1 R=0, 土 1, ); 
3 =eit"s.e tr (R=0, ttl), 

25. 已 知 f(a) Ti 在 0r 轴 上 4 点 (04=R>1》 的 币值 为 
VRTTT, 令 4 由 和 4 起 沿 正 向 在 以 原点 为 中 心 的 留 周 走 个 圆周 而 至 0y 轴 
鸥 训 点 ; 癌 ftz) 在 BB 上 的 线 位 为 何 ? 

答 :。 ~1 将 ' 二 1。 {提示 : 作 代 换 @ 一 2 
26， 试 还 : 在 特 2 平面 适当 嘎 开 后 ; 霄 数 
fs) = (Is 
能 分 出 三 个 单 盆 解 析 分 支 。 并 求 出 在 点 g 一 2 名 负 值 的 那个 分 支 在 z= i 的 


. 值 。 ' 
答 ， 一 YE er 


{二 ) 
1, 设 f(z)= gi :; 试 证 


be | [0, (1<1), 


2 设 并 2) 一 T 四 斌 证 


C2) 
Rd 14 sp >0, (2|<1), 
3， 车 函数 恋 zy 在 上 半 = 平面 内 解析 , 试 证 函数 {2) 在 下 半 > 平面 


内 解 析 ， 
”4 【形式 导数 ) 1 刘 二 无 实 变 国 数 沁 x,y)》 有 妨 导 数 。 此 函数 可 以 
写成 ?=z 十 纱 及 3 的 函数 


us 2 二 三 a) 
和 2 1 2 


试 证 (形式 地 ) 
Ou _ 1f 9 Ou Bu _1 Ou 1 
hh 


"89 " 


(2) 投 交 变 函数 全 #)==4(w19) 填 记 (#9); 且 9) 和 tw,y) 都 有 偏 . 
导数 ， 
试 证 (形式 地 }: 对 于 fz) ,补丁 - 歼 曼 条件 可 以 写成 
of _ou Ou 


BF dF OF 


《由 吵 可 见 ， 解 析 函 数 是 以 条 件 5 -9 为 其 特征 的 。 因 此 ,我 们 不 妨 说 ,一 


0， 


个 解析 荫 数 与 z 无关, 而 是 :一 数 的 冰 数 ，) 
5. 试 证 ，]Imz]< 委 lsinz]<e1em 
6， 若 ]z| 生 请， 试 证 
lsins| EchR, |coss|EchB. 
7。 斑 明 函数 fz) 二 x 十 2 z 十 3 在 单位 加 1z| < 工 内 是 单 时 的 。- 
提示 ， 对 圆 肉 的 企 二 相 蜡 点 #1,#:, 证明 
#0 fz) |、 1 
序 1 一 | 人 > 0 ， 
8. 试 证 多 信和 函数 f(z2) = (1 一 x2){1+#) 在 荐 去 线段 [一 1,1] 的 s 平 
面 上 可 以 分 出 由 个 单 慎 解 术 分 去 。 求 活 数 在 寄 线 圭 岸 取 正 慎 的 那个 分 支 在 
答 ; f=V ef ,f(DeV ew 
9. 已 知 fz) 一 VO 一 2) (1 十 z7)》 六 7z 一 0 的 信 为 1。 令 z 描 上 委 路 线 


* 0 


OPA( 如 图 2.15)，4 点 为 2, 试 求 1z) 在 4 点 的 值 ， 
管 ! FH2)=—V 5i, 
10， 试 证 J(z) 二 V 301 二 27 在 制 去 线 股 0 和 Rez 考 1 的 s 平面 上 能 分 出 
页 个 单 值 解析 分 支 。 并 求 出 在 支 齐 线 0<Rez 亏 1 上岸 昌 正 值 时 的 那 一 支 在 
z 二 一 1 的 值 ,以 及 它 的 第 二 阶 导数 在 z= 一 1 的 值 ， 
v2, 


答 : 一 D=V2i, f(D- 


gle 


ee 二 enr ra Femr 呈 more 


第 三 斜 、 复 变 函 数 的 积分 


复 变 国 数 的 积分 (篇 称 复 积 分 ) 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工 
具 ， 解 析 销 数 的 许多 重要 性 质 要 利用 复 积分 来 证 骨 . 例如 ， 要 证 
骨 " 解 析 函 数 的 导 国 数 连 续 ? 及 “解析 路 数 的 各 阶 导数 存在 ?这些 表 
面 上 和 看 来 内 与 微分 学 有 关 的 命题 ， 一 艇 均 要 使 用 复 积分 . 

本 音 要 建立 的 柯 西 积分 定理 及 柯 西 积分 公式 尤其 重要 ， 它 们 
是 复 变 函 数论 的 基本 定理 和 基本 公式 ， 以 后 各 章 都 直接 地 或 间接 
地 和 它们 有 关联 . 


8 1T. 复 积 分 的 概念 及 其 简单 性 质 


。 复 变 函 数 积分 的 定义 ”为 了 航 述 简便 前 又 不 妨 强 实际 应 
仿 司 我 们 也 提 到 的 出 线 (网 特 别 声 光 外 ) ,入 是 指 光 滑 的 或 逐 
关注 因而 业 是 可 水 长 的 ， 明 线 通常 还 要 规定 其 方向 ,在 开口 
骂 的 情形 ， 这 只 要 指出 其 始点 与 终点 就 行 了 . 
逐 眉 光滑 的 简单 闭 曲 线 简称 围 线 ， 对 于 转 线 ， 我 们 在 第 一 介 
实际 上 已 经 规定 过 它 的 方向 , 


s 矶 宇 


定义 3.1 设 有 向 曲线 CC， 
zs=2tt), (atp) 
以 4 二 as(&) 为 起 点 ,5 二 ztB) 为 终点 ，f(z) 沿 0 有 定义 ， 顾 着 性 
“天 的 方向 在 2 上 到 分 点 


罕 一 辣 0， 训 1， 和 放生 1; %8 一 凡 
把 曲线 口 分 成 若干 个 弧 段 {图 3.1)., 在 从 局 5 一 ,到 2(E 一 1， 3， 
%) 的 每 一 缠 段 上 任职 一 点 6&4:， 作 成 和 数 


Ss Pf EA 
k=1 


其 中 Azs 一 4, 一 2-1， 当 分 点 无 限 增多 ,而 这 些 慑 段 长度 的 景 大 什 
趋 于 零 时 ,如 果 和 数 8, 的 极限 存在 且 等 于 J, 则 称 f(z) 沿 C (从 
4 到 5) 可 积 ， 而 称 J 为 f(z) 沿 C (从 4 到 5) 的 积分 ,并 以 记号 


f(a)qz 表示 ， 
-A 
J = f(z)dz. 
C 称 为 积分 路 径 ， 】 (2) dz 表示 注 C 的 正方 向 的 积分 
”24 者 示 沿 C 的 负 方 向 的 积分 。 


如 果 了 存在 ,我 们 一 般 不 能 把 了 写成 f(z)4z 的 形式 ,因为 


J 的 值 不 仪 和 4,5 有 关 , 而且 和 积分 路 径 C 有 关 。 
显然 ,f(z) 沿 曲线 0 可 积 的 必要 条 件 为 f(z) 沿 C 有 罚 。 舅 一 


方面 ， 我 们 有 
定理 3.1 若 1(2) 一 wl(w,y)+iv(w,y) 沿 曲 线 口 连续， 则 


f(z) 沿 0 可 积 , 且 
f f(z)dz=| uds—vay+i vdr+udy. 《3 .1 
下 个 本 
证 设 # 二 Bi 


* 3 »* 


我 们 便 得 到 | 
8, = Tf (zz 1) 
k=1 


= Yurtiv) (Ar, iAy,) 
=] 


C= i WE 和 一 外 外 CE 外 = ss 
1 
I 
| 
= uAr,— vay) | 

k=1 | 


+3 Duhys 十 人 由 和 
1 


上 式 右 端的 两 个 和 数 是 对 应 的 两 个 曲线 积分 的 积分 和 数 ， 在 定理 
的 条 件 下 , 必 有 u(x,y) 及 v(x,y) 洛 0 连续 , 干 是 这 两 个 曲线 积分 
都 是 存在 的 ， 因 此 ,积分 《f(z)dz 存 在 , 且 有 公式 (3.1)， 

公式 (3.1 说 时 , 复 变 范 数 积分 的 计算 问题 ,可 以 化 为 其 实 \ 崎 
部 两 个 二 元 实 函 数 曲线 积分 的 计算 问题 . 

注 公式 (3.1) 可 以 在 形式 上 看 成 函数 了 (2) 一 “十 记 与 微分 
dz 一 dx -idy 相 乘 后 所 得 到 的 . 

例 3.1 命 0 表 过 接应 4 及 5 的 任 一 曲线 ， 试 证 


(1) f dz=b—as (2) 于 zdz= 广 (Bb 一 a’), 
证 《1 因 f(2)==1,5,= (2 一 44-1) 二 5 一 4, 克 
k=1 


lim ,=8—4, spf ds—b— a, 
[Ln 


or 
ma 


(2) 因 f2) 二 s; 选 5 二 -1; 则 得 


工 1 一 ,213 一 2 
xl 
得 我 个 又 可 选 姑 三 ss， 则 得 


EL 
= Dar{24— Zi-1)s 
k=1 


由 定理 3.1, 可 知 积分 人 za: 存在 ,因而 8, 的 极限 存在 ， 且 应 与 


三 及 己 z 的 极限 相等 ,从 而 应 与 读 ( 并 !+ 刁 2) 的 极限 相等 ， 仿 


1 a 1 
于 (31+ 了 = 二 于 (2 一 汪 ) 一 言 (0? 一 07)， 
4=1 
所 以 
pa 
人 多 忆 名 二 3 (bh2—a2), 


注 当 C 为 闲 戎 线 时 ,[ az=0, [ads=0. 


2， 复 变 函 数 积分 的 计算 问题 设 有 光 寞 临 线 PC， 
避 一 呈 ( 抽 一 了 二 YI 有) 
这 就 表示 z(t) 在 Fa ,Bj 上 连 绪 且 有 不 为 零 的 导数 81(2) 二 x3 亿 站 十 
iy (ft)， 叉 设 了 (2) 沿 C 连 线 ， 今 
Sialt) =u Lat) ,y+ iv Last) , y(t)] 
= lt} + iv(t), 
由 公式 (3.1) 我 们 有 


人 flz)adz ={ waz 一 oay tif uay 二 也 全 上 


= [ut —o(t) yt) dt 
ti Lay ot) wt) Idt, 
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NH rn 


即 了 faDaz= 人 Frz(D]a(Dat (3.2) 
或 人 7aasz= 人 Retf[zCD]z(Dja 


+if mf{frz(0) eC}ar. (3.3) 


用 公式 (3.2) 或 (3.3) 计 算 复 变 图 数 的 积分 ， 是 从 积分 路 径 吕 
的 参数 方程 着 手 的 ， 称 为 参数 方程 法 ，(3.2) 或 (3.3) 称 为 复 积分 
的 变量 代 坑 公式 ， 

例 3.2《〈 重 要 的 常用 的 例子 

dz 2 xi (n=1) 
a (2 )" = (n 尖 1 的 整数 ) 

这 里 如 表示 以 4 为 心 ,P 为 半径 的 回 周 ，( 注 意 ; 积分 值 与 9,p 均 
无 关 )。 

证 局 的 参数 方程 为 ,一 和 一 pe 0S9S2m， 改 


六 2x 
dz (3. 2 人 ipe db =- 计 dO=2 il 
3 一 全 pe a 


当 nn 为 整数 且 ml 时 
人 ee (C3. 2 ee 40 _ = = eitn- dg0 


一 


i 一 人 iT 
= cos(R—1i}0d0—:i , SI 各 1D8a0g| 


一 人. 
3. 复 变 函数 积分 的 基本 和 性质 设 ffs),&(z) 沿 曲线 如 连续 ， 
刚 有 下 到 与 数学 分 析 中 的 曲线 积分 相 类 似 的 性 质 ， 


(D 用 of(z)4z=a f(z)4z,a 是 复 常数 ; 
(3) 人 [7(z +e(e)]dz=】 fe)ast { g(a) dz 
(3) 了 a)az=| f(z) dz + 了 f(z)dz, 其 中 由 曲线 
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0 和 04 街 接 而 成 ， 
人 Pr 1aoas 


5) | 人 fa [ef | Fe) 


这 里 14321 表示 统 长 的 微分 , 即 
lazsl=Y (dz) + (dy = 
要 得 到 (5]) 式 ,只 要 把 下 列 布 等 式 取 极限 中 ; 


忆 # | 一 


[fA < IFEV) TAs ET If (EAs,. 
上 一 二 1 k=1 ES=1 


定理 3,%( 积 分 估 什 )” 若 洛 曲线 0,f 了 (zx) 连续 , 且 有 正 数 丰 使 
f(z2) | 所 HE, 工 为 CC 之 其 ， 则 | 


ff fe)ds| <ML, 


证 由 不 等 式 
[Bf CDA2| SM A lME, 
k=1 jl 
取 极 限 即 得 证 


| 2 


积分 路 答 0C 是 连接 和 2+it 的 直线 段 ， 
证 尼 的 参数 方程 为 
2=: (1—i)t+t(2+ 2) (0Et1), 


即 2=2£+i (StS1), 
1.、 
沿 0C ,= 过 绪 , 且 
1| 1 1 
2 -RT 


而 0 之 长 为 2. 区 由 定理 3.2, | -给 -|<2. 
[iy 
外 ”请 杂 看 莫 叶 编 ， 复 变 函数 论 ， 第 一 般 ，271 一 273， 山 东 科 技 出 版 社 ， 1980 。 
® rr 


例 3.4 四 


2 xr 
1 Tay 人 


证 车 “=0, 则 |， 富 =0( 例 3.2)， 不 等 式 成 立 ;车 六 
和 大) 


上 1- ray < Fa 


Iqdz| 2 .x7 
<f a= jal ial) ? 
注 ”数学 分 析 中 实 变 函数 的 积分 中 值 定 埋 ， 不 能 直接 推广 到 
复 积 分 上 来 ， 因 由 : 


吕 王 2 2 . 
f edg=| cosgao+i { sin Gd40 =0, 
Lt [ed [0 


而 e*(2 x 一 0) 尖 0, 有 即 可 堵 出 . 
例 3.5 计算 积分 


| f{ Re zdz, 
宇 


洪 中 积分 路 答 C( 图 3,2) 为 ， 
(1) 连接 出 虑 0 到 点 11i 的 址 线段， 
(2) 连接 由 点 到 点 1 的 直线 自 
及 连接 由 点 1 到 点 1+3 的 
站 线段 所 组 成 的 折线 ， 
解 (1) 连接 2 及 1+ 的 直线 段 的 参数 方程 为 ， 
= C0EtEL), 


袁 J Rezds= f {Ror (+i) dz z 


= 人 tdt=—— 1 


. (2) 连接 0 与 1 的 直线 让 的 要 数 广 各 为， 


3 一 1 (0O<E1)， 
连接 点 1 与 1+1 的 直线 段 的 参数 方程 为 ， 
2=(1—D + Ot (StRE1), 
色 z=1+ii (0<tE1), 


1 1 
疏 f Rezdz= 上 下 已 + [Recl+it) liat 
如 0 品 


1 1 1 
= 上 satri{ Qi 二 一 十 4 
0 0 2 


由 此 例 可 以 看 出 ,积分 路 径 不 同 ,积分 结果 可 以 不 同 ， 


§ 2， 柯 西 积分 定理 


1. 柯 西 积分 定理 ”从 上 一 节 所 举 的 例题 米 看 ， 例 3.1 (2) 的 
被 积 函数 f(z) 一 z 在 单 连通 区 域 = 平面 上 处 处 解析 ， 它 消 连 接 起 
点 a 及 终点 的 任何 路 径 C 的 积分 值 都 相同 , 即 积分 与 路 径 无 关 ， 
或 者 说 沿 < 平面 上 任何 闭 曲 线 的 积分 为 零 ; 例 3.2 的 被 积 函数 

(2) =— 
只 以 =a 为 奇 点 ， 即 在 *z 平面 除去 一 点 a* 的 非 间 连通 区 域内 处 
处 解析 ,但 是 积分 


| ds 一 2 misc0， 


总 一 司 
其 中 C 表 圆周 | 一 a| = p>>0, 即 在 此 区 域内 积分 与 路 径 有 关 ， 例 
3.5 的 被 识 鲁 数 了 (2) =Re s 在 单 连通 区 域 平面 上 处 处 不 解析 
(第 二 章 习 题 4(3))， 而 积分 与 连接 起 点 0 及 终点 1+i 的 路 径 C 
有 关 , 即 沼 z 平面 上 任何 六 曲线 的 积分 ,其 值 不 恒 为 堆 . 

由 此 可 见 , 复 积分 的 值 与 路 径 无 关 的 条 件 ,或 沿 区 域内 任何 六 
曲线 积分 值 为 零 的 条 件 ， 可 能 与 被 积 函 数 的 解析 性 及 解析 区 域 的 
划 连 通 性 有 关 . 

1825 年 柯 西 给 出 如 下 的 定理 ,肯定 地 回答 了 上 述 问题 , 它 是 
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研究 复 变 函数 的 钥匙 , 常 称 为 柯 丁 积分 定理 . 
定理 3.3 设 f(z) 在 2 平面 上 的 单 连通 区 域内 解析 ,C 为 


也 内 任 一 条 围 线 , 则 


f f(z)as=0, 

要 证 明 这 个 定理 是 比较 困难 的 . 

1851 年 , 黎 曼 在 附 吉 假设 “六 (2z) 在 万 内 连续 ”的 条 件 下 , 得 到 
一 个 如 于 的 简单 证 明 。 

各 历 证 明 令 2=p+iy,f(2)==u(z,y)Tiv(w, yY), 由 公款 
(3.1), 

ff Cada=f nds—vay tif vartudy, 

而 了 (2) 在 DD 内 连续 , 导 埃 吕 ,Wy ,vss9y 在 加 内 连续 ， 并 适合 

-了 有 .条件 ， 


He Py Uy Us 
由 格林 定理 ， 
f udr—udy=0, | vari+udy=0, 
故 得 人 Fa)az=0. 


柯 西 将 复 变 函数 1(#} 作 为 复 变数 z 的 一 元 函数 来 研究 ， 他 
定义 解析 函数 为 f(z) 在 区 域 DD 办 存在 并 过 续 . 1900 年 古 忒 
(Goursat) 发 表 上 述 定理 的 新 的 证 明 方法， 无 须 将 了 (z) 分 为 实 部 
与 虚 部 ， 更 重要 的 是 免 才 了 六 (2) 为 连续 的 假设 。 因此 ,f(z) 的 
连续 性 假设 不 仅 在 柯 西 积分 定理 中 可 以 省 略 ， 同 时 对 解析 函数 的 
定义 也 象 我 们 现在 这 样 定 头 (定义 2.2), 具 须 C2) 在 区 域 也 内存 
在 ,不 必 假 设 f(z) 连 续 . 

柯 西 积分 定理 的 古寺 证 明 比 较 长 ， 我 们 将 它 才 在 干 一 段 单独 
证 果 ， 现 在 洛 由 柯 丁 积分 定理 ， 可 以 得 到 
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定理 3.4 设 7(z) 在 = 平面 上 的 单 连 通 区 域 思 内 解 折 ，C 为 
万 内 任 一 闭 曲 线 (不 必 是 简单 的 ), 则 
{ fs)dz=0. 


证 因为 OC 总 可 以 看 成 区 域 D 内 有 限 多 条 转 线 衔接 而 成 《如 
图 3.3)。 再 由 复 积 分 的 基本 性 质 (3) 及 柯 西 积 分 定理 3.3, 即 可 得 
证 ， 


图 3,3 


推论 3.5 设 六 sz) 在 = 平面 上 的 单 连 通 区 域 厂 内 解析 ， 则 

f(z) 在 吃 内 积分 与 路 锥 无关 ， 即 对 也 内 任意 两 点 2 与 41, 积 分 
六 room 
之 值 ,不 依赖 于 DD 内 连接 起 点 zo 与 终点 21 的 曲线 ， 

证 设 01 与 C0; 是 DP 内 连接 起 点 246 与 终点 有 的 任意 两 条 雌 
线 ( 如 图 3,4)。 则 正方 向 由 线 C1 与 负 方向 曲线 25 就 衔接 成 万 内 
的 一 笨 闭 曲线 CGC， 于 是 ,由 定理 3.4 与 复 积分 的 基本 性 质 (3) 有 

o=[ Gdz= fF (2)az+ fo (2)dz, 
因而 
1 f C2)a2=[ f (2)dz, 
2。 柯 西 积分 定理 的 古 莎 证 明 
* ils 


.. EA 
到 


C2 
Oi 


图 3.4 


一 第 一 步 ; 们 为 旋 内 全 一 t 三 角形 六 

假设 | 人 fazi = 于 
我 他 米 证 朋 M=0., 

二 等 分 给 定 半 角形 入 的 每 一 边 , 两 两 连接 这 些 分 点 , 么 就 被 分 - 
成 了 四 个 金 等 的 三 角形 ， 它们 的 周 界 是 入 1， 入，， 3 Pa 《如 澳 
3.5)， 显 然 有 

fF (dz 了 Cda+ ff (2)92 ff 《zs) 恕 & 十 

+ Ff (ds (3.47 


因为 在 这 里 沿 每 一 条 连接 分 点 的 线段 的 积分 从 彼此 正好 相反 的 方 
向 取 了 两 次 ,刚好 互 人 抵消， 由 于 | 人 7 (2)&z| 一 下 ,根据 (3.4)， 
周 界 人 《二 1,2,3,4) 中 至 少 有 一 个 使 沿 着 它 所 取 积分 的 模 不 小 
于 党 ， 比 如 说 , 假定 这 个 周 界 是 人 "一人 A 


fo fa2|>O. 


对 于 这 个 三 角形 周 界 入 ,和 前 面 一 样 ,我 们 把 它 分 成 四 个 爹 
等 二 角形 。 于是, 在 以 从 ”为 周 界 的 三 角形 内 的 四 全 三 角形 中 我 
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ET a 


图 3.5 


们 久 可 以 找到 一 个 三 角形 , 记 它 的 周 界 为 人 六, 化 


| 
人 f (2)d2 > 


很 明显 ,这 个 作法 可 以 无 限制 的 作 下 去 ,于 是 我 们 得 到 具 右 周 
界 , 和 = 和 AAAe,Aa,， ,Am，，… 的 三 角形 译 列 , 其 
中 每 一 个 包含 后 茵 的 一 个 而 且 有 下 列 不 等 式 ; 


人。 foezl> 蕉 ， 《2 一 0 12 (4.5) 


用 辟 表 局 界 人 的 长 度 ,于 是 周 界 人 个, 信忠 ,……， 人 路 ，…… 相 
应 的 长 度 就 是 ， 


UU 有 U 


站 
我 们 来 估计 人 ,。，f (2)dz 的 模 。 由 于 序列 中 每 一 个 三 角形 部 包 


含 在 它 后 面 的 全 部 三 和 角形， 而 且 它 们 局 办 的 长 度 随 的 无 限 增 大 
而 趋向 于 零 ( 报 据 定 多 1.11)， 所 以 根据 极限 理论 的 基本 原则 《 即 
闭 集 套 定 理 1.5 一 一 这 里 是 三 角形 套 ) ,唯一 存在 一 个 点 2 属于 这 
个 序列 中 所 有 的 三 角形 ， 这 个 点 加 在 区 域 石 内 ,而 国 数 1(z) 在 已 
内 又 是 解析 的 ,因此 在 点 zo 函数 f(z) 有 一 个 有 限 导 数 .。 从 前 ,对 
于 任 一 个 无 论 怎样 小 的 se>0， 都 有 一 个 正 数 5 一 区 8) 存 在， 使 当 


。193 ， 


0 过 |z 一 20| < 时 ,有 
f(a)—f(z0) py (20) |<e, 


之 一 客 p 
把 上 不 等 式 两 端 先 以 |z 一 #61, 即 得 
[fC2)—f (0) —f (20 (3— 20)| <elz 一 和 |， (3.67 
对 于 以 和 为 中 心 以 二 为 半径 的 图 内 的 点 2( 关 20)，(3.6) 成 立 ; 另 、 
一 方面 , 从 一 个 充分 大 的 开始 , 三 角形 At 都 在 上 述 圆 内 . 办 


此 ,可 以 用 (3.6)? 式 来 估计 人 fz)4dz 的 模 ， 由 于 人 。 4 一 
=0, ,zegz=0( 见 例 3.1 注 ) 所 以 


fo Ff dz= 人 [TCD 一 f(z) 一 PCz0(s--z0]dz。 
也 本 
(3.7)， 
但 由 (3.6) 式 , 当 z 位 于 三 角形 周 界 人 上 时 
f(a) —f (20)—f (0) (2—20) | <elz—nl < 
其 中 第 二 个 不 等 式 ,是 因为 三 角形 周 界 人 Ac 上 任 一 点 2, 到 此 三 角 


形 上 一 点 26 的 距离 小 于 后, 故 由 (3.7) 式 得 


U U0? 
fo 了 (2)dz| <e. Dn " Bn eT (3.8). 

比较 (3.5) 和 (3.8) 可 得 

U0? NM 

2* EE > 4 * 

著 到 < 
但 。 是 一 个 可 以 任意 小 的 正 数 ,而 2<to, 故 

M=0, 


第 二 步 ，C 为 DBD 内 任 一 条 简单 闭 折 线 PP， 
用 对 角 线 把 以 尸 为 周 界 的 多 角形 分 成 有 限 多 个 三 角形 ， 如 图 : 
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图 3,6 图 4.7 


3.6( 卫 为 四 多 角形 )、 图 3,7( 卫 为 非 凸 多 骨 形 ), 
因为 这 时 沼 每 一 条 对 角 线 ， 积 分 从 第 此 正好 相反 的 方向 取 了 
两 次 ,刚好 互相 抵消 ， 于 起 ,出 第 一 步 的 结果 得 


{oF (2)}da=0., 


图 3.%8 


第 三 步 ，C 为 D 内 任 一 条 围 线 . 
(1) 对 于 任 一 无 论 怎样 小 的 >0, 邦 存 在 一 条 内 接 于 C 并 完 
全 在 口内 的 简单 闭 折线 ,使 得 


I f(s)as— .f(s)a |<。 (3.9) 


05 


换 句 话 阅 ， 积 分 7(z)dz 的 值 ,可 以 用 沿 著 在 区 域内 内 接 于 


心 的 简单 汐 折 线 王 所 歌 积 分 的 值 来 台 近 到 任何 精 奖 的 程 床 . 
为 了 证 明 这 个 事实 ,我 们 考虑 区 域 吕 内 的 一 个 闭 子 域 , 使 曲 
钱 0 整 个 位 于 6 内 , 设 吾 的 边界 与 0 间 的 莹 小 距离 为 p， 易 知 2 
7 见 后 面 注 )。 于 是 以 C 上 任 章 点 为 心 ,p 为 半径 的 圆 , 均 全 含 于 对 
从， 从 而 ;CC 上 任意 两 点 只 可耻 离 小 于 0， 它们 的 联结 线段 必 全 在 
根据 假设 ,函数 fa) 在 G 上 连续 ,因而 在 下 上 一 致 连续 , 故 对 
于 任 一 无 论 怎 样 小 的 守 0， 都 存在 一 个 正 数 向 ==5.(z)， 使 得 当 
42/4" 在 如 上 且 适 合 ]#' 一 a"|<<51 时 ,不 等 式 
1f(z) 一 了 2z")]< 高 
.成立 ， 这 里 1 为 CO 之 长 . 
显然 ， 可 以 在 C 上 依 积 分 正 向 联 丸 个 成 ?0)219229""* Nn-! 分 
[0 为 区 段 隆 aiyas， ” oa 使 
max (0 之 长 )<6<min(61,p) 
了 于 是 以 2z0;21,*，*，*，;2n-1 为 顶 的 简单 多 边 形 忆 侈 含 于 如 内 (因而 人 金 售 
于 必 内 )。 卫 的 边 Tiyra fr 分别 是 10021:** 0, 所 对 的 绪 , 吉 
有 


|f fC2)as— f f(a)a2 


=| 二 flz}dzs— ft)a 


< 总 {fas— {fads | 


绍 由 例 3.1 (1), 有 | f(z)dz=f(z)(z-z-D)= [fadz), 
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rp 一 


(ffs 人 Tea 


<|f crop-fGeoaz| + 人 Co-fclaz | 
suplf(z)— fz) (0 之 长 ) 
+ sup[ f(z) 一 2,)1(7; 之 长 )， 
但 是 绪 0, 与 荡 7, 上 任意 两 点 的 距离 小 于 56, 所 以 
: | 2 
sup| (4) 一 了 6) |< 吝 ,sap|f(z) 一 fz) | < 这 


从 而 
z |f fc)a— {. fees | 
<< 训 《0 之 长 + 7 之 长 ) 之 了 (0; 之 长 ) 
所 以 |f fdas 人 Ta)aal<- .i= 


(2) 由 第 二 步 结果 ,对 子 己 } 段 中 析出 和 的 PP, 有 
| f(z)dz=0, 


故 (3.9) 成 为 |f fas | <. 


由 于 e 可 以 任意 小 , 故 必 | ,f(z)dz 一 0， 至 此 柯 西 积分 定理 已 经 
得 到 证 明 ， 


注 、 设 和 了 是 平面 上 两 个 点 集 , 下 确 办 inf{]z1 一 z21 |z1€ 也 
2 所 五 } 称 为 点 集 吾 和 六 的 距离 , 记 为 P( 召 , 王 )， 可 以 证 明 , 当 吾 和 


五 是 不 家 交 的 闭 集 ; 吾 有 界 时 ,p(B,F)>0. 


3. 不 定 积分 柯 西 积分 定理 3.3 已 经 回答 了 积分 与 路 径 无 关 
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的 问题 ， 这 顽症 说 ,如 果 在 单 话 通 区 域 万 内 1 人 (2) 解析， 则 沿 思 内 
任 一 曲线 工 的 积分 [有 (2)dE 只 与 共 起 点 和 终点 有 关 ， 因 此 当 起 
点 za 固定 时 ,这 积分 就 在 刀 内 定义 了 一 个 变 上 限 = 的 单 信函 数 , 我 
们 把 它 记 成 / 

FC)={ fae. (3.10) 


定理 3.6 设 f(2) 在 单 连 通 区 域 
号 内 解析 ， 则 由 (3.10) 定义 的 函数 
”四 在 五 内 解析 , 且 F 人 (2)== 了 f(z), 
证 ”我们 只 要 对 号 内 任 一 点 z 证 
明王 所 2 三 天 5) 就行 了 ， 以 2 为 心 作 
一 个 含 于 总 内 的 小 鸭 ， 在 小 国内 取 动 
图 3.9 应? 十 A23。 考虑 (Az 地 中) 


ste fa fe)ae | 


出 Azl 


在 As>0 时 的 极限 . 
由 于 积分 与 路 径 无 关 ，[ ”了 (E)ae 的 积分 路 径 ， 可 以 考 卡 


为 由 z 到 2 再 从 z 沿 直线 段 到 :+As， 而 由 z 到 z 的 积分 路 径 下 
得 和 于 f (Eat 的 积分 路 径 相同 (图 3.9 )， 
于 是 就 有 
了 t+) 一 已 一 下 全 FE)et， 
注意 到 f(z) 是 与 积分 变量 上 无 关 的 定 值 ,所 以 由 例 3.1 (1) 叉 有 
直人 fc=f02), 


13+， 


向 以 上 两 式 即 得 i 


Tet ED pa) = bf fe) -f(s)] ae. 


| 根据 fz) 在 也 内 的 连续 性 ,对 王 任 给 的 >0, 只 要 开始 取 的 
那个 小 回 足 够 所, 则 小 圆 内 一 切 点 8 均 合 条 件 
[fT(2)— f(s) le, 
这 样 一 来 ;由 定理 3.2 
PF{s+A2)— P(g) 


】 1 fazt+as 
(a) Ry, Lf(e) fae 
< = 
即 是 说 
lim SA F(a) ， 
也 就 是 F(z)= f(z) (2ED). 


分 析 以 上 的 证 明 ,我 们 实际 上 已 经 证 明了 一 个 更 一 般 的 定理 ， 
定理 3.7 设 (1)f(z) 在 单 连通 区 域内 连续 ; (2) 有 f(E)d 
沙 区 域 六 内 任 一 围 线 的 积分 值 为 党 《从 而 ,积分 与 路 径 无 关 )。 则 
函数 
F(z) = 了 (6)4ctzo 为 D 内 一 定点 ) 


在 力 内 解析 ;, 且 F(z)= 了 f(z)(zs ED), 
与 数学 分 析 相 仿 :我 们 有 
定 湾 3.2 在 区 域 了 DD 内 ,如果 f(z) 连 续 , 则 称 合 条 他 


Pz)=f(z) (2zED) 
前 谓 数 史 (z) 为 1(z) 的 一 个 不 定 积 分 或 原 孟 数 ( 显 然 中 (x) 必 在 DD 
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内 解析 )， 
在 定理 3.6 或 定理 3.7 的 条 件 下 ,函数 (3.10) 就 是 f(x) 的 一 
个 原 胃 数 . 下 面 我 们 来 证 明 f(z}) 的 任何 一 个 厌 孙 数 中 tz) 都 呈 形 


下 
中 (z) = 了 了 (z)+C 一 人 FE)4ETC (3.11) 


其 中 局 为 一 常数 ， 事 实 上 ,我们 有 
上 (zs) 一 六 (5 一 于 3 一 天 2 一 和 (2ED), 
由 第 二 党 习题 (一 )6(1) 即 知 
B23— Fz)=0,m P(e)= F(a)+O 

在 公式 (3.11) 中 令 z==so， 得 到 0 = 史 (s0)， 于 是 有 与 数学 分 
析 中 积分 基本 定理 { 牛 里 - 荣 布 尼 冀 公式 ) 类 似 的 如 下 定理 . 

定理 3,8 在 定理 3.6 或 定理 3.7 的 条 件 下 , 如 果 多 (#) 为 
了 <2?) 在 单 连 道 区 域 马 内 的 任意 一 个 原 晴 数 , 则 


{f(a =0 (2) Ps) (zs0€E D). (3.12) 
例 3.8 在 单 过 通 区 域 六 ,一 <<argz<r 内 ,函数 nz 是 f(z) 
= 十 的 一 个 原 函 数 ,而 f(?)= 二 在 刀 内 解析 , 故 由 定理 3.8 有 
人 全 = 一 Inl=inz (za€ D). 


4. 柯 西 积分 定理 的 推广 ”首先 ， 我 们 来 证 明 柯 西 积分 定理 
3.3 与 下 面 的 定理 是 等 价 的 ， 

定理 3.3 设 C 是 一 条 围 线 ,了 为 C 之 内 部 ,fke) 在 闭 域 万 一 
D+ C 上 解析 ， 则 | 7(a)4dz 一 0. 

证 (1) 由 定理 3.3 推 证 定理 3.3/ 


了 :9 


由 定理 3.3 人 的 假设 ,f(z) 必 在 z 平面 上 一 含 万 的 单 连通 区 域 
G 内 解析 ,于 是 由 定理 3.3 就 有 {f(z)ds=0, 


(2) 由 定理 3.3' 推 还 定理 3.3. 

由 定理 3,3 的 假设 : “f(z) 在 单 连通 区 域 思 内 解析 ,0 为 DD 
内 任 一 条 围 线 *， 今 设 避 为 之 内 部 ， 则 f(z) 必 在 闭 开 G+ 
上 解析 .于 是 由 定理 3.3 就 有 


{f(az=0. 
于 面 的 定理 对比 定 理 3,3 ?更 一 般 ， 它 是 从 一 个 方面 推 六 了 的 
柯 两 积分 定理 . 


定理 3.9 设 0C 是 一 条 图 线 , DD 为 0 之 内 部 , Fs 庆 号 内 解 
御 ， 在 了 = 力 + CO 上 连续 (出 可 以 说 “连续 到 G*”), 则 


人 f(a)az=0. 
因 f(z) 沿 0 连续 , 改 积分 】 f(z)dz 存在， 在 C 的 内 部 作 图 


线 C， 通 近 于 C ,由 定理 3.3' 知 】 f(z)dz 一 0。 我 们 希望 取 极限 


而 得 出 所 要 的 结论 ， 这 种 想法 提供 了 证 明 本 定理 的 一 个 线索 ， 但 
严格 的 证 明 @ 都 比较 麻烦 , 赦 从 咯 不 证 . 


二 ”关于 台 是 可 求 长 简单 卫 曲 丝 的 一 般 情 形 ， 可 盘 看 四 川 太 学 莪 授 大 坤 染 坦 车， 
第 一 卷 ; 数学 论文 集 ， 人民 歼 育 出 版 社 ， 英 于 宫 为 " 星 形 的 "闭路 的 简单 情形 ， 可 到 看 
M , 盖 . 拉 甫 伦 接 去 和 B.A. 示 已 特 著 ， 筑 变 国 数论 方法 上 册 ， 总 等 坚 育 出 版 让 


于 


例 3.7 计算 下 列 积分 ， 
(1) fo ngta)a (0<r<1)) 
共 中 C 为 右 半 圆周 ，|z1 =3，Re z 字 0 ,起 点 为 一 3 羡 终 点 为 3 人 
(3) 有， YZ dz， 其 中 V3 取 YT 一 一 1 那 一 支 
解 (1) 因为 1a(I+8) 的 支点 为 一 1,% ;所 以 它 在 闭 加 |z| 志 : 
r(0<r<1) 上 单 值 解析 ， 于 是 由 柯 西 积分 定型 3.9 


f lIn(1 + x#)ads=0, 
isl=r 


(2) 因为 证 在 Re z>>0,zz<0 上 解析 ， 


1 1 | 对 2 
is -2+1 2 
故 人 5 oti | 3" 


(3) 因为 Y z 的 支点 为 0,% ,其 单 值 分 支 在 圆 1z 一 1|<1 内 
解析 ,并 连续 到 边界 | 一 11 二 1, 所 以 由 柯 西 积分 定理 3.9， 


{Vzdz=0. 
1 一 1 一 1 


了 了 2 。 


5。 柯 西 积分 定理 推广 到 复 围 线 的 情形 . 

下 面 我 们 从 另 一 个 方面 再 推广 柯 西 积分 定理 , 即 将 柯 西 积分 
定理 从 以 一 条 ( 单 ) 国 线 为 边界 的 有 界 单 连通 区 域 , 推广 到 以 多 条 
鲁 线 组 成 的 “ 复 转 线 ?为 边界 的 有 办 多 连通 区 域 . 

定义 3.3 考虑 ?+1 条 围 线 CoC Co 其 中 C 
CC 中 每 一 条 都 在 其 余 各 条 的 外 部 ,而 它们 叉 全 都 在 Du 的 
内 部 ， 在 Cu 的 内 部 同时 又 在 C1， C2, ，C; 外 部 的 点 集 构 成 一 
个 有 界 的 多 连通 区 域 了 ;以 Co0lCa， PC 为 它 的 边界 ， 在 这 
种 情况 下 ,我 们 称 区 域 D 的 边界 是 一 条 复 围 线 CO=Co+ Ci+ C3 
+ 十 C7, 它 包括 取 正 方向 的 Co, 以 及 取 负 方向 的 C1,，C2，*…**， 
C， 换 句 话 说 , 假如 观察 者 治 复 围绕 恕 前 正方 向 化 行 时 , 区域 忆 的 
点 总 在 它 的 左手 边 ( 图 3.10 是 8%=2 的 和 祖 形 )， 

定理 3.10 设 D 是 由 复 围 线 C=0o+ CT+07+"…*+C5 所 
围 成 的 有 界 多 连通 区 域 ,f(s) 在 DD 内 解析 ,在 本 == 哺 + 0 上 连续 , 则 


f Fe)az=o 


或 号 成。 人 fa)as+ 人 7)az+ t (f(s)d: 
一 0 ， (3.13) 
或 写成 人 fa)dz= 人 f(z)azt+…+ 人 了 (ad2， 
(3.14) 
证 取 %+1 条 互 不 相交 且 金 在 内 (端点 除外) 的 光 深 弧 
Lo,Li,L2, Se ,工作 为 制 线 ， 用 它们 顺 次 地 与 Co,C1, Ca 时 ,Cs 
连接 。 设 想 将 五 洛 割 线 割 玻 ,于 是 万 就 被 分 成 两 个 单 连 通 区 域 ( 图 
3.10 是 # 一 2 的 情形 ) ,其 边界 备 是 一 条 围 线 ,分 别 记 为 站 ,和 六 ;， 
而 由 定理 3.9, 我 们 有 


fo f(a)as=0, 人 fa)az=0， 


13。 


将 这 两 个 等 式 相 加 ,并 注意 色 符 着 Lo, 工 ，,… ,的 积分 , 者 从 相 
反 的 两 个 方向 取 了 一 次 ,在 相 加 的 过 程 中 互相 抵消 。 于 是 ,由 复 积 
分 的 基本 性 质 (3) 就 得 到 
人 fa)az=0， 

有 从 而 有 (3.137 和 (3.14)。 

例 3.8 设 5 为 围绕 C 内 部 一 点 , 则 

dz = mt (n=1), 
slz—a) lo (天 1, 且 为 整数 )， 
证 以 4 为 央 心 画 回 周 C’, 使 0 会 含 于 0 的 内 部 , 则 由 


《<3.14) . 
dz 加 三 3 
[oy = 人 (2z—a)" 
再 由 例 3,2 即 得 要 证 明 的 结论 
“ 例 3.9 《多 连通 区 域内 的 不 定 积分 ) 试 证 


全 -rns {(zE O20 00). 

1 

其 中 积分 路 径 是 不 过 原点 , 且 连 接点 %0 一 1 和 点 4 的 任意 还 恨 光 
洪山 线 . 


证 人 是 二 连通 区 域 ， 考虑 这 样 两 条 _; 径 的 积分 值 ， 其 中 一 
条 工 沿 正方 向 或 负 方 向 绕 原 点 若干 局 ; 另 一 条 ! 则 不 绩 原 点 (不 穿 
过 负 实 轴 )， 如 图 3.11, 由 例 3.6 及 例 3.8 可 得 


全 
全 人 县 + 全 ae 
=lns+2 nai 


» Tid* 


人 《二 人 土 1 +) 
=]Lnz, 
因此 ,所 给 变 上 限 a 的 销 数 
ro 人 


是 对 数 靖 数 Lns 的 一 个 积分 表达 式 ， 
在 原点 处 的 支点 是 被 积 函 数 唯 一 的 奇 点 . 图 3.11 


8 3， 柯 西 积分 公式 及 其 推论 


1。 柯 西 积 分 公式 ”我 们 利用 柯 西 积分 定理 ( 复 围 线形 式 ) 导 
出 一 个 用 边界 值 表 示 解 析 消 数 内 部 值 的 积分 公式 . 

定理 3.11 设 区 域 马 的 边界 是 畦 线 (或 复 围 线 )0 ,ftz) 在 DD 
内 解析 ,在 避 =D+C 上 连续 , 则 有 


f (2) = Lae (zeD). (3.15) 
这 就 是 箱 本 积分 公式 ， 它 是 解析 函数 的 积分 表达 式 ， 因 而 是 
今后 我 们 研究 解析 函数 的 重要 工具 . 


证 任 洛 固 定 <E DD, 了 (5)= -长 人 作为 5 的 函数 在 万 内 除 点 


.2 外 均 和 解析 ， 今 以 点 2 为 心 ;充分 小 的 2>0 为 半径 作 圆周 ?使 
?5 焉 其 内 部 均 含 于 嘱 ( 图 3.12)。 对 于 复 围 线 厂 =C+Yy5 及 国 数 
(EY), 应 用 定理 3.10 的 (3.13)? 式 ,得 


fw- 人 fa. 


【这 一 步 的 重要 性 ,在 于 将 复杂 路 径 心 代 以 简单 路 径 yy,。) 上 式 几 
示 帮 端 与 7s 的 半径 无 奖 ,四 光 我 们 只 须 证 明 
im Eae= 一 2 naif (a), (3.16) 


:所 柯 西 积分 公式 (3.15) 就 算 证 明子 ，。 


二 于 号 


注意 到 了 (2) 与 积分 变量 5 无 关 , 而 2#i= -于 ( 见 健 
3.2) ,于 是 有 
1 了. ec- —2 re) | 一 


]. spe | 


(3.17}: 


图 3.12 图 3.13 


根据 (6) 的 连续 性 ,对 任 给 的 e 汪 0， 存 在 52>0, 只 要 |£ 一 sb 
一 D<G, 就 有 


(EEY,), 


由 定理 3.2 知 (3.17) 不 超过 "3 二 >*2 xp=s， 于 是 证 明了 
(3.16)。 定理 得 证 , 


定 光 3.4 而 3.11 的 条 件 下 ， 
4 “ 


3 


称 为 横 两 积分 ， 


11i6*. 


思考 题 ”在 定理 3.11 的 条 件 下 , 如 果 zED, 则 柯 西 积分 
和 


2 i, ot 
向 而 积分 公式 (3.15) 可 以 改写 成 
人 EE) ge=2 nif (2) (sE DY), (3.15》 


售 此 公式 可 以 计算 革 此 轩 线 名 积分 ( 指 路 径 是 围 线 的 积分 )， 
例 3.10 设 C 为 加 局 |E| 一 3 : 则 按 (3.15)7， 


3 


9 一 如 
人 (EE | ,ae 


一 全 第 


_ 
9 一 上 | 
注意 到 f(5) 一 下 ee 在 半圆 144 福 2 上 解析 ,定理 3.11 的 条 件 满 
是 , 故 公式 (3.35) 可 以 应 用 ,因而 上 面 的 计算 是 正确 的 ， 

定理 3.11 的 特殊 情形 ,有 如 下 的 解析 函数 的 平均 值 定理 ， 

定理 3.12 ”如 果 函 数 f(z) 在 回忆 一 加 | 之 竹内 解析 ,在 半 图 
本 一 aa| 委 及 上 和 韦 续 , 则 

1 [2 ， 
f(s) = faot Rer)ap 

即 /(2) 杰 加 改名 从 和 于 密 在 罗网 上 的 信和 的 算术 平均 数 、 

证 设 C 表 四周 攻 一 sol 二 及 , 则 


C20— Re'r, QPp2r, 
或 [a 
由 此 人 一 


根据 柯 西 积分 公式 (3.15) 
1(20) -3 Has 


— £0 


1 2 flaor Reiv yiRe™dep 
2xt Re 
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1. 
2 


例 3.11 设 f(z) 在 半圆 1s| 亏 R 上 解析 ， 如 果 存在 4>0， 
使 当 |z|= 五 时 


入 次 
flzot+ Re™)doy, 
了 


lf (a) 1>a, 
而 且 |f(0) |<a, 
试 证 ， 在 圆 |z| 之 户 内 f(z) 至 少 有 一 个 零点 . 
证 反 钙 法 , 设 了 (2z) 在 is| 之 有 内 无 零点 ;而 由 题 设 f(z) 在 
]z| 三 闷 上 也 无 零点 。 于 是 


1 
(一 了 (5 | 
在 半圆 1z| 科 总 上 解析 .由 解析 函数 的 平均 值 定理 ， 
F(D =- -二 人 PCaenar， 


又 出 题 设 。 【60)| 一 Tj 击 于 之 评 ， 


IF(Re™”)|= 


] 
FRI 
1 oup| 
有 而。 二 <1P(O1= | 让 -人 Plenade |<H2 


= 二 矛盾 ， 故 在 圆 1z| << 尾 内 了 (z) 至 少 有 一 个 零点 ， 


2. 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ”我们 将 柯 西 积 分 公式 (3,15) 形 
式 地 在 积分 号 下 对 “ 


1 (4) = bf a: (aE D), (3.18) 
这 样 继续 一 次 又 可 得 
yo) f (0) 
四 (= 了 de (ED), 


我 们 将 对 这 些 公式 的 正确 性 加 以 证 明 ， 
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定理 3.13 


在 定理 3.11 的 条 件 下 , 范 数 帮 2) 在 区 域 九 内 有 
各 阶 导数 ， 并 且 有 


fg) = 


2 


ferae (s€D), (3.19) 
(R=1,2,**:) 
证 首先 对 w=1 的 情形 来 证 明 , 即 要 证 公式 (3.18) 成 立 ， 按 
有 照 (3.15), 有 (Az 了 0) 

fizt+ As)—f(e) 


EE 


a 2 了 rs 


272 Ti 二 Ee | 


feE) 
=- 
我 们 要 证 明 下 面 的 莽 数 


去 float Fe)de | 
Bai) Ee A Ea) ZA) (Ear| 
| lr Asfie) 

-| re Ns | 
在 |Az| 充 分 小 时 不 超过 任 给 的 正 数 &， 


(3.20) 
设 沿 0, 了 (5)1 守 寻 ,a 表示 z 与 CO 上 点 < 间 的 最 短 距 离 于 
是 EO 5 一 zs| 守 4 之 0( 参 看 定理 3.3 注 ). 
先 设 [Az| 之 


多 ,于 是 (图 3. 14)}1E—s— Az|> Ems|— |As|> 
立业 基数 (3.20) 不 过 


WA 


其 中 了 为 C 之 长 度 ， 为 使 上 式 不 超过 任 给 正 数 ,内 要 取 


.fn 他 3 
[Az|<6= min( 子 ， 2 


了 3 


于 是 143.18) 就 证 明了 . 
要 完成 定理 的 征明， 只 要 应 用 数学 归纳 尘 。 设 %= 是 时 公式 
《3.19) 成 立 , 证 明 nw 一 工时,(3.19) 也 成 辫 。 这 就 是 要 广 明 下 
面 这 个 式 子 
fost As)— "(2) -区 
Ag 


加 A 人 Terr 


在 Asz0 时 次 


(1)! fe) 
zn | ed 


为 极限 ,方法 各 证明 %= 1 的 情形 关 
位 ， 不 过 稍微 复杂 些 ， 就 不 重复 了 . 
例 3.12 计算 积分 
* DS 
ee 42， 
图 3.14 其 中 C 是 绕 宇 一周 的 围 线 . 


解 ” 国 为 coss 在 :平面 上 解析 ,应 用 公式 (3.19) 于 所 2 一 
cosz ,我 们 得 


COS3 _, 2 mi 本 
了 (ey dz#= 1 (COsz) 


ete, 
2 。 


= 一 Xxicost = 到 


应 用 上 述 定理 ， 我 们 得 出 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ， 

定理 3.14 设 帮 2z) 在 z 平 面 上 的 区 域 D 内 解析 , 则 f(x) 
在 了 内 县 有 各 阶 导数 ,并 且 它 们 也 在 了 内 解析 . 

证 设 % 为 防 内 任 一 点 ， 将 定理 3.13 应 用 于 以 2 为 心 的 
充分 小 的 图 (只 放 这 个 团圆 全 含 于 力 内 ), 即 知 f(z) 在 此 圆 内 有 
各 阶 导数 。 特 别 说 来 ,了 (2) 在 点 zo 有 各 阶 导 数 。 由 于 的 任意 
姓 , 所 以 f(z) 在 加 内 丰 有 各 阶 导数 . 

这 样 , 由 函数 在 医 域 了 内 解析 (注意 , 仅 只 假设 其 导数 在 上 D 
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-内 存在 已, 就 推出 了 其 各 阶 导 数 在 DD 内 存在 芋 连 续 ， 而 数学 分 析 
中 区 间 上 的 可 微 函数 ,在 此 区 间 上 不 一 定 有 二 阶 旱 数 , 更 谈 不 上 有 
高 阶 导 数 了 , 

借助 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ,我 们 现在 求 把 判断 了 荡 数 了 (2 在 
区 域 内 解析 的 一 个 充分 条 件 一 一 定理 2.5 ,补充 十 明成 刻 划 解 
析 函 数 的 第 二 个 等 价 定理 ， 
定理 3.15 了 洱 数 了 (2) 一 z(x,y)+iv(x,y) 在 区 域 吕 内 解 
析 的 充 要 条 件 是 

(1) wosWysvesvy 在 避 内 连续 ; 

(2) u(r,y),2(T,y) 在 司 内 满足 CC-R 条 件 . 

证 充分 性 ” 即 定理 2.5， 

必要 性 ”条件 (2) 的 必要 性 已 由 定理 2.1 得 沽 ,现在 ,由 于 
解析 函数 了 (2) 的 泡 穷 可 微 性 ,1(z) 必 在 了 内 连续 ;因而 各 s,s， 
vz3Vy 必 在 D 内 连续 ， 

3， 柯 西 不 等 式 与 刘 维 尔 (Liouville) 定 理 利用 定理 3.13 
可 所 得 出 一 个 很 有 用 的 导数 的 估计 式 ， 

柯 西 不 等 式 ” 设 f(z) 在 区 域 也 内 解析 ,6 为 可 内 一 成 ;以 a 
为 心 作 图 周一 8|== 五 ;内 要 yp 六 其 内 部 玉 均 含 于 DD, 则 有 

f(a le 


其 中 MM(R)= =maxl f(z)],%=1, 2,° 
证 应 用 定理 3， 13 于 有 
CE) < .M(BR) 
一 | 到 cat ajride | gr Bir 
_nrM(R) 
TR 
在 整个 复 平 面 上 解析 的 函数 称 为 整 函数 ， 例 如 多 项 式 ，e， 
cosz 及 sinz 都 是 整 函数 ， 常数 当然 也 是 整 函 数 。 应 用 柯 西 不 等 
式 ， 可 得 一 关于 整 函数 的 定理 ， 


2x 
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刘 维 尔 定理 ”有 界 整 滞 数 fs) 必 为 常数 ， 

证 设 |f(z)| 的 上 上 界 为 开 , 则 在 柯 西 不 等 式 中 ,对 无 论 什么 
样 的 及 , 均 有 及 CR) 过 村， 于 是 命 4= 1 有 

[fos 天 ， 

上 式 对 一 煞 请 均 成 立 , 让 五 > + co 即 知 六 (一 0， 而 4 是 z 平 
面 上 任 一 点 ,页 f(z) 在 2 平面 上 的 导数 为 零 。 由 第 二 章 习题 (一 》 
6 《了 0) 知 2) 必 为 常数 ， 

应 用 刘 维 尔 定理 可 以 很 简洁 地 证 角 ， 

代数 学 基本 定理 在 > 平面 上 ,z 次 多 项 式 

了 (人 = 02 十 G12 1+ et On (qo0) 

至 少 有 一 个 零点 . 

证 反 证 灶 , 设 p(z) 在 z 平 面 上 无 零点 ， 由 于 Pp (z) 在 zs 平 


面 上 是 解析 的 ，5 在 > 平面 上 也 必 解 析 . 


下 面 我 们 证 明 训 太 在 2 平面 上 有 界 . 由 于 
limp 《2z) =lims "(ao + 时 + 人 = .00 im5e5=0 


故 存在 充分 大 的 正 数 ,使 当 |z| > 情 时 ， a 


又 因 吉 在 闲 加 [| < 有 上 连续 , 故 可 设 


Pz 
| 动 i| < (正常 数 )， 
从 而 ,在 z 平面 上 


M+1l, 


pe 
1 1 
为 常数 , 节 8(2) 必 为 常数 .这 与 定理 的 假设 矛盾. 故 定理 得 


= 工 22 。 


省， 

4， 摩 勒 拉 (Morera) 定 理 ”我 们 现在 来 证 明 柯 西 积分 定理 
《定理 3.3 ) 的 六 定理 ， 称 为 摩 勒 拉 定理 ， 

定理 3.16 车 函 数 1(z) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 , 且 对 如 内 
的 在 一 围 线 0, 有 


{ fl)dz=0, 


列 jz) 在 玉 内 解析 ， 
证 在 假设 条 件 下 ， 荫 据 定理 3.7 即 知 


PF(z)= 人 79) 和 (20€ED) 


在 卫 办 解析 , 且 F(z)=f 了 (sz) (zED). 但 解析 了 汞 数 (z) 的 导 
滞 数 F'(x) 还 是 解析 的 ， 即 是 说 f(z) 在 DD 内 解析 ， 
”平面 我 们 着 重 指出 刻 划 解析 函数 的 第 三 个 等 价 定 理 。 
定理 3.17 82) 在 区 域 G 内 解析 的 充 要 条 件 是 ， 
(IT) fCz) 在 GQ 内 连续 ; 
(2) 对 任 一 力 线 0, 只 要 人 及 其 内 部 全 含 于 9 内 ,就 有 


人 fa dz=0, 


证 必要 性 可 由 柯 西 积分 定理 3.3 导出 ， 至 于 充分 性 ,我 们 
可 和 在 G 内 和 任 一 点 2 的 一 个 邻 域 外，|E 一 26|< 之 p 内 米 应 用 定理 
3.16 ,只 要 p 充分 小 ,就 知道 f(z) 在 贺 玉 内 解 忻 ， 特 别 说 来 ， 
在 zo 解析 ;因为 so 可 在 G 内 任意 取 , 故 了 f(z) 在 9 内 解析 . 

例 3.13 如 果 了 (#) 为 一 整 消 数 , 且 有 使 

Ref (zs)< NM 

:的 实数 型 存在 , 试 证 f(s) 为 常数 . 

证 令 玉 (2) 二 e ?3 由 下 (z) 为 整 函 数 ， 又 在 z 平 面 上 

| Fis)|=e es 
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疏 有 界 ， 由 刘 维 尔 定 理 可 见 环 (3) 是 常数 渔 此 f(z) 也 是 党 
数 ， 
例 3.14 设 f(z) 是 整 函 数 ,n 为 正 整数 , 试 证 当 
了 


Him 二 人 0 


时 ,了 了 (2) 至 多 是 % 一 1 次 多 项 式 . 
证 由 第 二 齐 习 题 (一 ) 6 (1) 及 定理 3.8 ,只 须 证 得 对 任何 
的 2z,f9(z)=0, 
由 
lim (2) 一 
Ee 
可 知 ,对 任 给 的 e>0, 存 在 如 >0, 只 要 |2|> 吾 时 就 有 
[f(a) <e1z] 
在 4 平面 上 任 取 一 点 z。 再 到 以 * 为 心 ,以 > 为 半径 的 圆周 - 
局 ,使 圆周 C1 二 {z|1z| 一 站 } 全 含 于 其 内 部 ， 于 是 有 7 汗 |z1， 这 
时 对 于 EEO0, 必 |5| 之 五 ,因而 
fCE) | <elé lelal tor)", 
由 柯 西 不 等 式 可 得 


(fC) (Sellsl +r)" 


= me(1+1e Lei ) nt 2°6, 


因为 :>0 是 任意 的 ,所 以 
| 了 (2 一 0 
故 f(z) 至 多 是 mn 一 1 次 多 项 式 . 
*5。 柯 西 型 积分 
定义 3.4′ 设 C 为 任 一 条 简单 逐 段 光滑 曲线 (不 必 有 闭合 )， 
了 C6) 是 在 C 土 有 定 六 的 可 积 国 数 , 则 具有 如下 形式 的 积分 ， 


1 feE) = 
Er/ ceo 
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称 为 柯 西 型 积分 ， | 
显然 柯 西 积分 为 柯 西 型 积分 的 特例 ,但 柯 西 型 积 分 就 不 一 定 
为 柯 西 积分 


例如 《1) a7) ,sd (ell) 


(2) 一 二 
Dz led, (llse1) 
tl dr 
(8) 2 _ {(zE[—1 :1]). 


(显然 (1) 可 变形 为 (2) ;(2)、(3) 的 计算 留 给 读者 )、 这 三 个 积 
分 者 是 柯 西 型 积分 而 非 柯 西 积分 . 

类 似 定 在 3.13 的 证 明 , 我 们 可 以 得 到 类似 定理 3.1 3 的 结 
果 ， 

定理 3.13/ 若 f(E) 沿 简单 逐 段 光滑 曲线 C( 不 必 闲 合 ) 连 
续 , 则 由 柯 西 型 积分 

p(s) = a/ ade, (EC) 

所 定义 的 国 数 G2), 在 z 平面 上 C 外 任 一 区 域 轧 内 解析 ; 卫 


oy fe) 
Ps) nf Cd, 


(zsED,n=1,2,.**). 
证 明 留 给 读者 ， 


§ 4。 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 


在 前 一 节 ,我 们 已 经 证 明了 ,在 区 域 已 内 解析 的 函数 具有 任何 
阶 的 导数 .因此 ,在 区 域 吃 内 它 的 实 部 & 与 虚 部 " 邦 有 二 阶 连 续 仿 
导数 .现在 我 们 来 研究 应 该 如 何 选择 * 与 才能 使 函数 % 十 各 在 
区 域 了 内 解析 . 

设 (2) 二 二 纪 在 区 域 D 内 解析, 则 由 人 C. 一 R .条件 
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Ou -Du Ou On 
Hd’ OA 


得 Ou Ow Ow fy 
Gri Oxroy ’ By? Gyr ’ 
D2 Ba 

因 -7557 与 765 在 也 内 连续 ,它们 必定 相等 , 故 在 刀 内 有 

0? D2 

TY， 
一 Ow Ov 
同 理 ,在 如 内 有 Ort yr ™0, 
邯 名 太 5 在 马 内 满 是 拉 普 拉 斯 {Laplace) 方 程 ， 

和 一 0 Av=0, 


这 里 A 三 部 + 训 是 一 种 运算 记号 ， 称 为 拉 洲 控 斯 算 子 . 


定义 3.5 如果 二 元 实 函 数 豆 (g,y) 在 区 域 五 内 有 二 阶 连续 
偏 导数 , 且 满 足 控 普 拉 斯 方程 A 五 ==0, 则 称 瑟 (x,y) 为 区 域内 的 
贿 和 是 数 . 

调和 国 数 常 册 现在 诸如 芒 体 力学 .电学 、 磁 学 等 实际 问题 中 。 

定义 3.6 在 区 域 马 内 满足 CC.-R .条 件 


的 两 个 油 和 函数 wj 中 ,v 称 为 % 在 区 域 万 内 的 蒜 辊 调和 函数 ， 
由 上 面 的 讨论 ,我 们 已 经 证 明了 ， 
定理 3.189 若 f(s) 一 w(z,y) +iv(zx,y) 在 区 域内 解析 , 则 
在 区 域 吕 内 ?Cx;y) 必 为 u(x,y) 的 共 纯 调和 函数 。 
现在 接着 上 面 的 讨论 ， 反 过 来 ,如 果 x,v 是 任意 选取 的 在 多 
域 万 内 的 两 个 调和 函数 , 则 + 训 在 六 内 就 不 一 定 解析 . 
要 想 w+ 动 在 区 域 也 内 解析 , & 及 ”还 必须 满足 C,- 有 ,条件 。 
即 v 必须 是 4 的 共 轿 调和 消 数 ， 由 此 , 如 已 知 一 个 解析 函数 的 实 
部 ulz,y)( 或 辜 部 v(x,y)) 就 可 以 求 出 它 的 虚 部 5Cz,y)( 或 实 部 
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DE 


alxw,y)). 
访 设 加 是 一 个 单 连通 区 域 ,wfz,y) 是 区 域 吕 内 的 调和 了 苹 数 , 则 
sfdyy) 在 五 内 有 二 阶 连 续 仿 导数 , 且 


Du CD 
Dao2 Oy2 
即 一 部 一 ， 人 在 DD 内 有 一 阶 连 续篇 导数 , 且 
自 Ou 0 fow' 
yy ( 四) 了 2) 
学 分 析 的 定理 ， 知 道 一 55 dx + 于 dy 是 全 微分 ， 
命 9 dr+ Fdy= do(x,y) (3.21) 
则 vy) pe artedy+0 (3.22) 


Umoy Yo) 


区 中 (xzoy 史 是 已 肉 的 定点 , (zy] 是 六 内 的 动 点 ,C 是 一 个 任意 党 
数 ,积分 与 路 径 无 关 ， 
将 (3.22) 趟 分 别 对 >,y 求人 备 导 数 , 得 
Oy Ou Op Ou 


Or Oy? Oy Ox? 
这 就 是 己 ,- 民 ， 条 件 。 由 定理 3.15 知 各 二 认 在 号 内 解析 ， 故 得 

定理 3.19 设 xWr,y) 是 在 单 连 通 区 域 刀 内 的 调和 函数 , 则 在 
在 由 (3.22) 式 所 确定 的 函数 v(x,y), 使 w+ 记 = 了 (z) 是 刀 内 的 解 
析 了 范 数 ， 

注 (1) 如 意 连 通 区 域 D 包 含 原点 , 则 (3.22) 式 中 的 (xo, yo0) 
显然 可 取 成 原点 (0,0); 加 马 非 单 连通 区 域 , 则 积分 (3.22) 可 能 规 
定 一 个 多 值 呜 数 。 

(2) 公式 (3.22) 不 必 强 记 , 可 以 先 如 下 去 推 (3.21); 由 


Gu(w, y)=v dv i udy dr iudy, 
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然后 两 端 积分 之 ， 
(3) 类似 地 ， 


dats y=udr udy Rv dr ody, 
然后 两 端 积分 ,有 
u(r y= ds dy tO, (3.22)" 
息 考 题 (1) “是 的 站 蜀 调 和 函数 ”, 其中 如, 4 是否 可 以 


交换 顺序 ? 
(2) 如果， 是 站 的 共 调 和 示 数 ,那么 > 的 共 忽 调和 郑 数 是 
什么 ? 


例 3.15 验证 WW (FY) 二 4 一 
3xy?* 是 zs 平 面 上 的 调和 序数 , 并 求 以 
(wy) 为 实 部 的 解析 函数 f(z) ,使 合 


1{0)= 1 
解 ” 因 在 z 平 面 上 任 一 点 
Us = Bm dy y= — ry 
rz 一 日 多 Hy 二 6% 
图 3.15 总 (rz,y) 在 2 平面 上 为 调和 了 阔 数 ， 
法 一 
C90) 
vx) Grydet (3 —3y")dy 
+f a ¢ 2 sg 0 
(0 ydr tas 3y dy 
=f (3 —3y ddy +C 
=—3wy— y+C, 
故 f(a)=utiv = — ry ti(3ry— y +O) 


=(z+iyB+i0=2 +id, 
要 合 0)== 记 必 0O=1, 吉 了 (s)==23 十 记 
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法 二 先 由 CC,-R， 条 件 中 的 一 个 得 
Vy = By, 
鼓 用 一 34 一 +o), 
再 由 C.-R. 条 件 中 的 另 一 个 得 
Ve=fxy + (Fr)= i= vy, 
故 oz) 一 0 即 8(z) 一 必 ， 
因此 (和 9 一 322y 一 二 让。 {下 同 当 一 ) 
例 3.16 验证 v(x,y)=arc tg 立 (w 之 0) 在 右 半 3 平面 内 是 


调和 函数 ;并 求 以 此 为 虚 部 的 解析 沼 数 f(z), 


解 
__ 
. LT? y 
二 3 一 加 (x#>0), 
多 + 
lt 
1 
让 人 
2 一 yi mi ys (£0), 
lt- 
2 27¥ 
1 
于 是 is 十 2yy 一 个 {x 0), 


故 在 右 半 z 平面 内 ,rv(#,y) 是 调和 函数 . 
uw y)= | urd ty) C 3 {odrt yy) 


= [sr rr zdz+ p(y)— ln e+ ye) + yy), 


瑞 端 对 站 求 导 
1 2 94 C.-R, Yy 
Er +t$(Y) 一 一 人 0 gy? 


所 以 9) 二 0 从 而 区) 一 (任意 常数 )， 


Wr, yy) l(t+ yt) +C, 


f(2)=3 in(r?+y’) +C+iarctg (>0) 


=ln]z|+iargs+l 
二 1ng 十 如 


它 在 右 半 # 平面 内 单 值 解析 . 


”§ 5. 平面 向 量 场 一 -解析 函数 的 应 用 (一 ) 


本 节 我 们 要 讨论 平行 于 一 个 平面 的 定常 向 量 场 ， 这 就 是 说 ， 
第 一 ,这 个 向 量 场 中 的 向 量 是 与 时 间 无 关 的 ;第 二 ， 这 个 向 量 场 中 - 
的 向 量 都 平行 于 某 一 个 平面 So, 并且 在 牌 直 于 So 的 任何 一 条 直 
线 上 所 有 的 点 处 ， 这 个 场 中 的 向 量 ( 就 大 小 与 方向 来 说 ) 都 是 相等 
的 。 显 然 ,在 所 有 的 平行 于 &S。 的 平面 内 ,这 个 向 量 场 的 情 形 都 完 
全 同样 ， 因 此 ,这 个 向 量 场 可 以 由 位 于 平面 ,内 的 向 量 所 构成 的 
一 个 平面 向 量 场 完 全 表示 出 来 。 这 时 ,说 到 平面 向 量 场 8 的 一 个 
点 %， 我 们 在 心中 恒 要 记 起 在 那个 平行 于 平面 的 向 量 场 中 的 一 条 
无 限 直 线 , 它 通过 所 说 的 那个 点 zo 而 垂直 于 平面 So 说 到 So 内 的 
一 条 沽 线 C , 则 是 部 味 着 一 个 以 C 为 基线 的 柱 面 ;说 到 8 的 一 个 
区 域 吕 D, 则 是 意味 着 以 DD 为 底面 的 一 个 柱 体 . 

我 们 把 平面 5, 取 作 s 平面 ， 于 是 向 量 场 中 每 个 向 量 便 可 以 
用 复数 来 表示 ， 

由 于 解析 函数 的 发 展 是 与 流体 力学 密切 联系 的 ,因此 ,在 下 面 
讲 平 面向 量 场 与 解析 函数 的 关系 时 ， 我 们 常 采用 流体 力学 中 的 术 . 
语 . 尽 签 所 讲 的 那些 内 容 , 都 是 可 以 关系 着 各 种 不 同 物理 特性 的 向 
量 场 的 (如 在 第 五 意 8 5 所 提 到 欧 平 面 电场 ). 
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”” 沈 在 我 们 把 江面 上 水 的 流动 ( 例 1,1) 作 些 补充 ， 并 把 问 题 深 
入 一 步 ,从 中 就 可 看 出 解析 函数 是 怎样 应 用 于 流体 为 尝 的 ， 

我 们 不 限于 水 的 流动 ， 广 泛 一 点 说 是 六 体 的 流动 ， 假 设 流 体 
是 质量 均 句 的 ,并 且 具 有 不 可 挝 缩 性 , 即 是 说 密度 不 因 访 体 所 处 的 
位 署 以 及 受到 的 压力 而 改变 ， 我 们 就 假设 密度 为 1， 流体 的 形式 
是 定常 的 ( 盈 与 时 间 匹 关 ) 平 面 荡 动 ， 所 谓 平 面 访 动 是 指 访 体 在 委 
直 于 某 一 因 定 平面 的 直线 上 各 点 均 有 相同 的 流动 柑 训 (图 3.16)， 
活体 层 的 厚度 可 以 不 考 虚 ,或 者 认为 是 一 个 单位 长 . 

1， 流 最 与 环 十 设 流体 在 平面 上 某 一 区 焉 如 内 流动 ,v2) 
一 p+ 是 在 点 DD 处 的 访 速 ,其 中 p 一 p(x,Y)， 9 一 4(4 ,9) 分 
蚤 为 vt#) 的 水 平 及 非 直 分 速 ,并 且 假 设 它们 都 是 连续 的 , 

令 考 查 流 体 在 单位 时 间 内 流 过 以 4 为 起 点 ，B 为 终点 的 有 向 
曲线 7( 图 3,17) 一 俩 的 流量 (实际 上 是 流体 层 的 质量 )， 为 此 取 绝 
元 da ,3 为 其 单位 站 向 有 量 , 它 指向 梧 线 ?的 右边 ( 硕 着 4 到 吾 的 方 
阅 看 )， 显 然 ,在 单位 时 间 办 流 过 as 的 流量 为 vs。d8 (vn 是 2 在 区 


图 3,16 图 3.17 


上 的 投影 }, 再 乘 上 流体 层 的 厚度 以 及 蔬 体 的 密度 【〈 取 厚度 为 一 个 
单位 长 , 窗 度 为 1)。 因 此 ,这 个 流量 的 值 就 是 


vns 
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这 里 Qs 为 切 向 量 dz 二 dz idy 之 长 ， 当 ?与 % 夹 锐角 时 , 说 甘 
vulls 为 正 ; 炎 馆 角 时 为 负 ， 


今 
= dy 
一 字 + ds 
基 师 ? 正 向 的 单 八 切 向 量 ， 故 另 恰好 可 由 r 旋 转 一 也 得 到 ， 其 
名 6 下 一 一 证 —1 9 。 
于 是 氏 得 ? 在 于 上 的 投影 为 


nm 
™ Pas dds* 


以 座 , 表示 单位 时 间 内 流 过 » 于 则 
=】 (2 Gy —g 9 jas— 了 一 er+aey. 


在 流体 力学 中 ,还 有 一 个 重要 的 概念, 即 流速 的 环 量 . 它 定 义 
为 ， 流速 在 曲线 y 上 的 切线 分 速 ， 滞 着 该 曲 线 的 各 分， 以 工 , 表 
示 ， 于 是 


r= ( ?到 +93) ds=f Par+aqady, 
现在 我 们 可 以 惜 助 于 复 积 分 来 穴 示 环 量 和 流量 ， 为 此 ， 我 们 
以 i 乘 叉 ,再 与 全 相 加 即 得 


Ti 下 pdv+ady+if — gart pody 
y Ee 


= 人 (p-g) (dstidy) 


其 TtiN,={ vs}as, 


我 们 称 0035) 为 复 速度 . 
2 无 泳 、. 漏 的 无 旋 流动 ”我 们 可 以 假设 在 流动 过 程 中 没有 流 
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体 自己 内 任何 -- 处 涵 出 或 者 漏 掩 ， 用 术语 来 说 ， 即 忆 内 无 汰 、. 油 。 
即使 有 源 、 漏 ,为 了 研究 方便 ,我 们 也 可 以 把 忆 适 当 缩小 使 源 . 漏 从 
研究 的 区 域 中 排除 ， 这 样 一 米 ,在 也 内 任 作 一 围 线 C ,只 要 其 内 部 
均 含 于 吕 ; 由 于 不 可 压缩 性 , 则 经 过 GC 而 流 进 C 内 的 流量 ， 恰 好 等 
于 经 过 C 而 流出 的 流量 , 即 入 。=0。 并 且 , 在 源 点 邻 域内 久 。 记 0; 
在 尘 点 邻 域 内 六。 之 0( 图 3,18), 


EE 毅 涛 


一 No>0 Ned 
图 3.18 


在 流 位 力学 中 ， 对 于 无 旋 流 动 的 研究 基 很 重要 的 ， 这 里 它 可 
以 定义 为 厂 。=0, 只 要 0 及 其 内 部 均 含 于 D. 

这 和 样 ， 加 果 流 体 在 如 内 必 无 源 、 漏 前 无 族 访 动 ， 其 充 要 条 件 
为 

f weaz=0, 

只 要 0C 及 其 内 部 均 含 于 DD， | 

按照 定理 3.17, 即 知 无 源 , 讶 的 无 旋 访 动 特征 是 2(2) 在 读 流 
动 区 堪 DD 内 解析 

3。 复 势 ” 设 在 区 域 D 内 有 一 无 源 、 鹿 的 无 旋 流 动 ,从 以 上 前 
讨论, 印 知 其 对 应 的 复 速度 为 和 解 析 函 数 如 2z)。 我 们 称 函数 了 (x) 
为 对 应 于 此 流动 的 复 势 ,如 果 了 (#) 在 也 内 处 处 合乎 条 件 

了 Cs) 一 PE 


"133 


对 于 无 谋 、 漏 的 无 放流 动 ， 复 势 总 是 存在 的 :如 果 略 去 常数 不 
计 , 它 还 是 唯一 的 。 这 是 因为 以 2 解析 ,由 下 式 确定 的 了 (z) 


f= Wads 


就 是 复 势 ,其 中 * ,sr 属于 已 。 当 万 为 单 连 通 时 ，f(z) 为 音 值 解析 
函数 ， 当 轧 为 多 连通 时 ,f(z) 可 能 为 多 值 解 析 画 数 ， 但 它 在 DD 内 
任何 一 个 单 连通 子 区 域内 均 能 分 出 单 值 解析 分 支 ， 

邻 设 fis)=p(r,y) igs, y) 
为 某 一 流动 的 复 势 。 我 们 称 p(x，y) 为 所 述 流动 的 势 函 数 ， 称 w 
(x,y) 二 (k 为 实 常数 ) 为 势 线 ; 称 光 (x yy) 为 所 述 流动 的 演 函 数 ， 
称 (5,y) 一 (8 为 实 常数 ) 为 流 线 , 

因 


veip—=f (2)—u (2) =p—ig, 
所 以 | 

P=Ps = gq=~—p=p,. (C.-R.Y 
又 因 流 线 上 点 z(z,yY) 的 速度 方向 与 该 点 的 切线 方向 一 致 , 邵 流 线 
的 微分 方程 为 


dr dy 
2 ¢’ 

EN 功 s 必 十 塘 ,Oy 二 0, 

而 次 ww 为 调和 了 畏 数 , 我 们 有 单 *> 一 多 sr， 于 是 
aplr,y)=0 


所 以 妆 (z,Y) 二 就 是 流 线 方 程 的 积分 曙 线 ， . 

流 线 与 势 线 在 流速 不 为 零 的 点 处 互相 正 交 (根据 例 2.10). 

我 们 用 复 劳 来 刻 划 琶 动 比 用 复 速 谭 方 便 ， 国 为 由 复 势 求 复 速 
度 只 用 汉 求 导数 ,反之 则 要 用 积分 ， 另 一 方面 ,由 复 势 容 易 求 流 线 
和 势 线 ,这 样 就 可 以 了 解 流动 的 概 况 . 

例 3.17 考查 复 势 为 1(z)=a3 的 沪 动 情况 。 
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解 设 4a->0, 则 势 函 数 和 沽 函数 分 别 为 ， 
FF, = 4, PEs yay 
鼓 势 线 是 =O01; 廊 线 是 y= 二 Col01,C; 均 为 实 常数 )}。， 这 种 流动 称 
为 均匀 常 流 ( 图 3.19). 
当 # 为 复数 时 , 畏 议 相 仿 , 势 线 和 流 线 也 是 直线 ， 只 是 方向 有 
了 改变 。 这 时 的 速度 为 5 


图 3.19 图 8.20 
例 3.18 设 复 势 为 (2) =z?, 试 确定 其 流 线 , 势 线 和 速度 。 
解 ” 劳 国 数 和 流芳 数 分 别 为 
人 (和 = Ty 
PE, y= 2 
均 势 线 及 流 线 是 互相 正 交 的 两 族 等 加 双 曲 线 (图 3.20)， 


在 点 处 的 速度 0(2) 二 了 (2) 一 25。 


第 三 章 习 题 
(一 ) 


1. 计算 积分 (x 一 y+iz*)dz, 积分 路 径 C 是 连接 由 0 到 1 二 的 直线 
段 


答 : 一 诗 (1 一 让 


2、 计 算 积分 ,1z14z, 积 分 路 径 是 (1) 直 线段 :2) 上 半音 位 圆周 ;(3》 


下 平 单 僵 画 周 。 
答 | (1) 15 (2) 2; {3) 2。 
3， 利 用 积分 估 值 ,证 明 


(1) | 人 eye |<>， 其 中 是 连接 一 i 到 ;的 直线 殿 ， 


(2 | e+iy)az |<z， 共 中 C 是 连接 一 :到 :的 右 半 风 局 、 
4 不 用 计算 ,验证 下 列 积分 之 值 为 等 ,其 中 C 均 为 单位 回 周 |z| = 了 


EE Ee 
(1 各; (2) 了 z+28+42: 


0 


ea 
《3) 了 s+5zt6: 


C4) 了 ZCOF2I OF, 
[a 


5、 计 算 ，(1) 三 《十 3) (2) 三 cos Fd 
答 ; (1) 一 于。 《2) 2chl. 
6。 求 积分 


fnts s+41)ds 


之 值 ,其 中 积分 路 从 是 连接 0 到 2xa 的 摆 线 ， 
w= —sind) ,y=a{tl— cosd)., 
7， 设 A), gtz) 在 单 达 通 区 域 品 内 解析 ,a、8 时 忆 内 两 点 , 斌 证 


f fe) e's) 4s= [fs ets)]s— fa Cds, 


tz 
0 2+2 


8。 由 积分 之 导 证 明 
“+2 co0s0 7g—~0, 


其 中 心 歌 单 位 圆周 1z| 一 1. 
9. 计算 LO ;|| 二 2) 
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2 一 十 1 2z2 一 志 十 上 


人 | Ti ds 0 TD 
管 ;， (1) dniy (2) 6 oi, 
10， 订 算 积 分 ; 


sin 
4 
下 2°—1 ds, 
四 1 + ] = 一 1 “1 一 末 
C1) OC:l2t1|= (2) Ci:ls—1l=; (3 0:1s!=2.. 


a 人 _ 
: (1) LA ney (2) 2 ais (3) VD ri, 


11， 求 积分 
{Sasce:lsl=1), 
不 而 证 天 由 oo 
12. 设 侣 宕 回 周 x 二 y' 一 3,f(z) = 上 演 Et 1 


提示 : 令 p(E)=3 5: 填 72 十 1 
管 ，2x( 一 6 十 13 让 。 
33， 设 CC:z=a( 了 (ef 过 A) 为 区 域 D 内 的 光滑 曲线 ,f(z) 于 区 域 马 内 单 
时 解析 且 字 {2) 壮 0 加 ,w=f(z) 焰 CG 映 成 曲线 厂 ， 求 十 矿 亦 为 光滑 曲线 ， 
提示 : 光滑 曲线 位 的 特点 是 ;“ 避 是 约 当 曲线 生 2 (和 天 0 连续 于 a 所 ! 氨 
玉 。 现 要 证 了 也 一 fLs(#)] 亦 其 有 类 似 的 性 质 ， 
14。 间 前 题 的 假设 ,证 明 积 分 换 元 公式 


f Blw)dw = 上 DUFF C2) ds, 
r [a 


其 中 名 (tw) 语 入 连续 ， 

15. 设 忒 2 在 :平面 上 解析 , 且 ]1 扎 2 中 恒 大 于 一 正 的 常数 , 试 证 fz) 必 
为 常数 ， 

了 分别 由 于 列 条 件 求解 析 国 数 大 2 一 # 十 记 。 


加 了 (z)5c0 的 条 件 实际 上 是 不 需要 的 ， 参 看 第 六 之 定 环 1.11， 
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CY) wwe. fi)=—1+t 


(2) we (eeosy— ysiny), (0) =03 A 
pir a 二 
{3 v= Ft 1{2)=0, 


答 ， (1) 天 本 一 人 一 总 末 (2) fs) =zers 


(3) 7(2= 寺 一 二， 


17. 设 灰 2) 在 区域 刀 内 解析 , 试 证 
DP 
18. 设 f(2) 帮 区域 马 内 解析 : 且 下 (z) 关 0, 试 证 1n|f'(a)1 为 区 域内 的 
调和 函数 ， 
19， 设 流体 流动 的 水 平 及 耿直 分 速 为 ky、kw 
(CR> 0 为 常数 ), 议 了 复 势 并 本 出 势 线 及 济 线 ， 


答 ， 复 势 fz) 二 一 一 


20. 荣 流动 的 自 势 为 J(z) a , 试 分 别 求 出 沿 圆周 


(1) Ci:lz-1[= 去 : C2) Ca:1z 二 1 一 也 
《3) Cs:1z1=3, 
的 流 是 及 丈量 , 


答 ， (1) 00,03 (2) 0 ,0 (3) 9,0。 
(二 ) 


1， 设 函数 天 z)? 在 0<121<1 内 解析 : 且 沿 在 何况 周 妇 :可 一 ”071 
的 积分 慎 为 零 ， 间 了 区) 是 否 必 需 在 二 0 处 解析 ? 试 举例 说 明之 。 


. 2. 沿 及 1 到 一 工 的 如 下 路 径 求 】 -二 az. 


《1》 .上 半音 位 贺 周 ;(2) 下 举 单位 圆周 ,其 中 Vs 取 主 值 支 。 
3， 试 证 
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| 2 
其 中 心 为 圆周 |z 一 1 一 2， 
4。 设 4 起 为 实数 ,3 二 og 十 计 (o 下 >) 时; 试 证 


[er—er [|b —aler* to ‘ost 
5. 设 在 区 域 D 一 {5 | | argz | < 对》 内 的 单位 回 周 jz| = 1 上任 取 一 
点 #2 用力 内 曲线 CC 连接 0 与 z, 试 证 


dz __7T 
ge { 一 人 


fal —e'sinz)da 


之 值 , 其 中 心 为 回 周 |zi =a>0. 
7?。 没 CL)fCz) 在 iz| 志 1 上 连续 ;(2) 对 任意 的 ?+ (0<Y<1)， 


fo ftz)ds=0, 


6。 试 计算 积分 


试 下 人 fa)az=%， 


38， 设 (1 fz) 当 18 一 | 站 7o 沾 0 肝 是 连续 的 ; (2)WCr) 表 |f(2) 在下，: 
1s 一 #0] =7 半 7 上 的 最 大 值 , C3) limrM(r)=0, 试 证 


lim d= 0。 


f+ 
提示 ; 应 用 积分 售 和 定理, 
939, 证 月 ，(1) 车 f(z) 在 原点 z=0 的 邻 域内 连续 , 则 


lim | Fre 7ag=2 af(0); 
(2 若 f(z) 在 点 < 二 6 的 加 域内 连续 ， 加 
lim J) gs 2 nif (a). 


EE lr-alar 客 一 站 
二 39 本 


10. 设 fz) 在 |z|<<1 办 解析 ,在 闭 男 1s| 委 1 上 过 续 , 且 1(0)=1, 求 向 
分 


ER ED 


之 值 
答 ， 2+f"(0), 
11， 区 了 (z) 在 区 域 轧 内 解析 ,GC 为 力 内 以 a,8 为 问 虚 的 首 级 段 。 试 证 ， 
在 在 数 4,14| 扎 1, 与 上 蕊 局 使 得 
f(D fa)=A(D -of (a)., 
ti2， 如 果 在 |zj<I 内 (#3) 和 解析 ; 且 
Jf) < 
试 证 ， 
FAO EntD! (tH) <elnt+ Ds, 
(R12 
提示 可 到 积 分 路 径 为 园 局 ，1z| = 一 守 了 ;然后 应 用 柯 加 高 阶 
导数 公民 ， 
13。 设 在 |z| 夸 1 上 了 (2) 解 析 , 且 |f(2)| 夸 1， 
试 证 ， FD0)|e@l. 
14， 设 项 2)? 为 非常 数 的 整 困 数 ， 买 设 站， 型 为 任意 正 数 ， 试 证 ， 清 是 
1z| 沁 证 且 | 玫 2)1 守 再 的 z 必 存 在 ， 
据 示 ， 用 反 证 浴 , 并 上 应 用 刘 维 尔 定理 ， 
15, 已 姑娘 十 9 二 (一 y)C2 十 4 y 十 让 一 2Cw 十 7) , 试 确定 解析 函数 
f(2)=utiv, 
答 ， 2) 一 2 一 2 2 二 下 (下 为 任意 常 考 )。 
16， 设 (1) 区 域 思 是 有 界 区 域 ,其 边界 是 转 线 或 复 国 线 ;02) (tx) 及 
所 (在 五 内 解析 ,在 闭 域 b=D+0 上 连续 区 3) 语 疙 ;C2) 二 Cz); 试 还 ， 
在 整个 闭 域 D 上 ,f(z)=f.(#)， 


了 人。 


第 四 章 ”解析 函数 的 帘 级 数 表示 法 


级 数 也 是 研究 解析 洛 数 的 一 个 重要 工具 ， 把 解析 函数 表 为 级 
数 不 但 有 理论 上 的 意义 ,而 且 也 有 实用 的 意义 ， 例 如 ,利用 级 数 可 
以 计算 函数 的 近似 值 ;在 许多 带 应 用 性 质 的 问题 中 (如 和 解 油 分 方程 
等 ) 也 常常 用 到 级 数 ， 

本 齐 将 讨论 把 解析 函数 表示 为 宪 豚 数 的 问题 ， 对 于 某 些 和 数 
学 分 析 中 平行 的 结论 ， 往 往 只 和 叙述 而 不 证明 ， 


§ 1。 复 级 数 的 基本 性 质 


1. 复数 项 级 数 
定 尽 4-1 对 于 复数 项 的 无 穷 级 数 


mm 


3 Cs 一 CI 二 ao 十 -十 Co 十 (4.1) 


n=] 
命 En + gx( 部 分 和 ). 车 复数 列 sa(R=1,2, “EL 
有 限 复数 s 为 级 限 , 即 车 


lims, =8, 


则 称 复数 项 无 究 级 数 (4.1) 收 敛 于 s , 且 称 s 为 级 数 (4.1) 的 和 , 写 
成 


加 
8 一 了 ,ani 
二 | 


营 复数 列 saCn=1,2,"…) 无 有 限 极限 ， 则 称 级 数 (4.1) 为 发 数 ， 
定理 4.1 设 zw。 一 as 二 ia 一 1 2 6 及 5 为 实数 ， 
则 复 级 数 (4.1) 收 全 于 sa 二 ib(a,5 为 实数 ) 的 充 要 条 件 改 : 实 
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级 数 2。pu 及 > 5 分别 收 化 于 4 及 6. 
t=1 n=1 


证 设 sn 一 Yo,, A = Ya, B= > bs, 则 
n= 上 天 二 上 上 一 1 


ER {n=1,2,**'), 
由 第 一 章 习 题 { 一 )17 
limss=a+id 
的 充 要 条 件 为 ， 
limA,=0 及 limB,=—$ 


例 4.1 考察 级 数 工 { 工 + 二 芍 敏 艇 性 


解 因 交 二 发 敢 , 故 虽 于 二 收 化 ,我 们 仍 断 定 原 级 糙 改 散 . 
n=1 于 一 I 


由 柯 西 收 但 准则 {第 一 之 习题 (一 )18) 立 得 

定理 4.2 复 级 数 (4.1) 收 化 的 充 要 条 件 为 ;对 任 给 e 守 0, 存 
在 正 束 数 六 (5), 当 n> 入 且 Dp 为 任何 正 整 数 时 二 

| crtT ont2t et Gants [<a, 

特别 , 取 p=1; 则 必 ]asti| 之 8, 即 胸 钙 级 数 的 通 项 必 趋 于 零 ， 
lima,=0, ， 

显然 ,收敛 级 数 的 各 项 必 是 有 界 的 . 
若 级 数 (4,1) 中 赂 去 有 限 个 项 , 则 所 得 级 数 与 原 级 数 同 为 收 雍 或 同 
.为 爱 散 ， 

定理 4.3 复 级 数 (4.1) 收 煞 的 一 个 充分 条 件 为 级 数 


工 ] ax.| 收 化。 


#1 
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证 由 于 


| enti Gntz 二 ”2 十 Gan+p| 安 | en] 十 | cn+2| t+"*" [erz|， 


弟 呈 | as| 收 策 , 则 由 定名 4.2, 必 开 a 收 伊 . 
二 1 入 三 1 


定义 4.2 车 级 数 辣 1a,| 收 争 ; 则 原 级 数 于 a 称 为 绝对 收 
n=} =1 
化 , 非 绝对 收 伍 的 收 伍 级 数 , 称 为 条 件 收 敛 ， 


级 次 1ou 的 各 项 虐 为 非 负 实 数 ,区 它 是 否 收 斌 ,可 依 正 项 


级 数 的 理论 判定 之 ， 
和 实 级 数 一 样 ， 我 们 有 
定理 4.4 (1) 一 个 绝对 收敛 的 复 级 数 的 各 项 可 以 生意 重 排 
次 序 ,而 不 至 政变 其 绝对 收 化 性 , 亦 不 致 改变 其 和 。(2) 两 个 绝对 
收 雍 的 复 级 数 
Cm i 直 
3 一 CI 十 Go 十 
可 按 下 述 对 角 线 方法 
& 人 鼠 
CI oa oa’ ams’ 


Aad’] Ud!s dsa's 


Ca | Ga 人 dad’y oe’ 


得 出 秒 积 级 数 
a +t aa + Aaa) 十 * 十 
+ {tao nt GR nit a i), 
它 收 伍 于 ss 


”3 


2. 一 致 收 伍 的 复 函 数 项 级 数 
定义 4.3 设 复 变 函数 项 级 斤 
fz) + fs) + + fa) + (4.2) 
的 各 项 均 在 点 集 五 上 有 定义 , 且 在 吾 二 存在 一 个 区 数 了 f(s), 对 于 
五 上 的 每 一 点 #, 级 数 (4.2) 均 收 合 于 了 Cz)， 则 称 f(z) 为 级 数 


EE cart Si ee 


(4.2) 的 和 函数 , 记 为 
f(2)= Df,2), 
=!1 
用 e-N 的 说 法 米 描述 这 件 事 就 是 ， 


Te 


任 给 2 站 0D, 以 及 给 定 的 z 写 瑟 , 在 在 正 整 Ei 六 一 (as 使 
当 nN 时 ,有 


fs 一 ss) < e， 
式 中 sz) 一 DD fz), 
人 一 上 


上 述 的 正 整数 六 三 二 (ea 一 般 地 说 ,不 但 依赖 于 es 向 县 
依 球 于 =E 五 。 重 要 的 一 种 情形 足 六 = 六 ke) 不 依赖 于 >E 五 ,这 
就 是 : 

定义 4.4 对 于 级 数 (4,.2)， 如 果 在 点 集 百 于 本 一 个 函数 
fi#)， 使 对 任意 给 定 的 e0， 存 在 正 整数 如 一 富 {a), 当 n> 
时 ， 对 一 切 胸 #€E 吾 均 

{fC(2)—8n(2)| < 

风 称 级 数 (4.2) 在 互 上 一 致 收敛 于 f(z). 

定理 4.5 《〈 柯 西 一 臻 收效 准则 ) 级 数 (4.2) 在 点 集 召 上 一 黎 
和 收 数 于 某 汞 数 的 充 要 条 件 是 : 任 给 e 半 0, 存 在 下 整数 N=N(e)， 
司 当 ?> 六 时 ,对 一 切 *E 召 , 均 有 

17 二 < 
”由 这 个 准则 ,可 得 出 一 致 收 敏 的 一 个 充分 条 件 , 即 优 级 数 准 
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则 ， 
和 如果 有 正 数列 于 (有 二 1,23,'*…), 使 对 一 切 #EE, 有 
fz) EMR=1, 2 ), 


而 县 正 项 级 数 并 HH。 收敛， 则 复 函 数 项 级 数 于 f(z) 在 集 如 上 
二 1 R= 
绝对 收 北 且 一 致 收 伍 ， 
这 样 的 正 项 级 数 芝 必 , 称 为 复 函数 项 级 数 汪 f(z) 的 优 级 
n= 1 # 二! 
数 ， 


wr 


例 4.2 级 数 
1 十 名 十 和 十。 十 3 


在 六 了 阅 |z1<r(r<D 上 一 致 收效 . 

事实 上 ,所 述 级 数 有 收入 的 优 级 数 开 7 

下 述 两 个 定理 也 和 数学 分 析 中 相应 的 定理 平行 . 

定理 4.6 设 级 数 f,(4) 的 各 项 在 点 集 马 上 连续 ， 并 且 一 
到 收敛 于 了 (2), 则 和 耶 数 


fz) = fs) 
m=} 
也 在 吾 上 连续 ， 
定理 4.? 设 级 数 》> 了 ,iz) 的 各 项 在 曲线 0 上 连续 ， 并 且 在 
. 一 上 


C 上 上 一致 收 全 于 f(2), 则 沿 如 可 以 逐 项 积分 ， 
f fda= ff 
定义 4.5 设 欧 数 fo(2)(n 一 1,2,…) 定 义 于 区 域内 , 若 


"ido 。 


级 数 (4.2) 在 D 内 任 一 有 界 闭 集 上 一 至 收 伍 , 则 称 此 级 数 在 DD 内 内 
周二 致 收 襄 . 

定理 4.8 级 数 (4.2) 在 图 不 :1s 一 2|<<R 内 闭 一 致 歇 敛 的 
充 要 条 件 为 ;对 任意 正 数 p， 只 要 p< 之 RR， 级 数 (4.2) 在 闵 贺 天 。: 
1 一 ai 委 p 上 一 致 收 伍 . 

证 必要 性 因为 总 。 就 是 到 内 的 有 界 闭 集 ， 

充分 性 ”因为 圆 天 内 的 任意 闲 集 束 ， 总 可 以 包含 在 五 内 的 革 
个 闭 加 KEK, 上. 

显然 ,在 区 域 了 内 一 到 收 敛 的 级 艇 必 在 DD 内 内 闭 一 吾 收 证 , 但 
其 逆 不 真 ， 例 如 ,我 们 考察 几何 级 数 

1+g+ 2 十。 十 2 十 3 

当 ]s|<l 时 ,此 级 数 收 笋 但 不 一 致 收 化. 可 是 ,由 例 4.2 知 它 在 革 
位 加 |z1<1 内 是 内 闭 一 致 收 售 的 . 

3. 解析 函数 项 级 数 ” 在 数学 分 析 中 ,函数 项 级 数 能 逐 项 求 导 
的 条 件 是 苛刻 的 ,然而 解析 国 数 项 级 数 求 导 的 条 件 邦 比较 宽 些 ,这 
就 是 下 面 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 . 

定理 4.9 设 (1)f。(z) (n==1,2,…) 在 区 域 D 内 解析 ， 


(2) 吏 了 (2) 在 DD 内 内 闭 一 到 收敛 于 函数 f(z)， 


f(a)= fz)) 
二] 
则 ”0D 了 (z) 在 区 域 DD 内 解析 
(WPFP) ED,p=1,2,..°). 
m=] 
证 (了 ) 设 z 为 D 内 任 一 点 , 则 必 有 p>0, 使 亲 回 民 : [2 一 zo， 
<p 全 含 于 DD 内 ,车 0 为 团 : 1s 一 w6| < 之 p 内 任 一 围 线 , 则 出 条 本 


积分 定理 得 
f fla)dz=0, 2 
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- 再 由 假设 知 级 数 对 了 (3) 在 下 上 一 致 收 禹 ,有 旦 六 (xz) 是 连续 的 ， 
所 没 由 定理 4.6 知 了 (2) 在 下 上 连续 ,由 定理 4.7 得 
人 fodz= 3 {f(s)dz=0, 
如 1J < 


于 是 ,由 摩 勤 拉 定 理 知 六 sz 在 二 内 解 入, 即 f(z) 在 点 so 解析. 
出 于 s 的 任 党 性 , 故 f(z) 在 区 域 思 内 解析 . 
(2) 设 2o 为 DD 内 任 一 点 ; 则 必 有 co 记 0， 使 闲 回 站: jz 一 sj 天 
Pp 全 含 于 忆 内 ,所 的 边界 是 国 周 卫 :1 一 如 | 二 p， 故 由 定理 3.13 
有 


fe rf aT ET E10) 


CPy fe) 
for) Har) rd 


在 荆 上 由 条 件 (2) 知 级 数 


Fe 了 (有 
(E20) tl ? {Eso 


是 一 致 收 伊 的， 于 是 由 定理 4.7 得 到 
YE 
f er = 包 Emde: 


两 端 同 乘 以 之 上 就 得 到 所 要 证 明 的 


2 


f(a0) = Ya0) 《和 一 1 2 
#1 


852, 规 级 数 


1。 种 级 数 的 钱 散 性 ”其 有 
"147。 


一 on 一 oo+ ez) t eadg— ot (3 


其 二 个 
形式 的 复 函 数 项 级 数 称 为 里 级 数 , 其 由 c0,c1,02,… 和 和 4 都 是 复 
常数 。 如 果 作 变换 8 二 s 一 &, 则 以 上 咕 级 数 还 可 以 写成 如 下 形式 
(把 5 仍 改写 为 2) 


na 二 C0 十 01% 十 2027 十 


n= . 
短 级 数 是 最 简单 的 解析 画 数 项 级 数 , 为 了 搞 清 它 的 仇 散 性 , 先 
建立 下 述 定理 , 通 当 称 汶 阿 贝尔 (Abel) 定 理 ， 
定理 4.10 ”和 如果 智 级 数 (4,3) 在 基点 z1( 考 &) 收 伐 , 则 它 必 在 
圆 下 :1 一 a|< 过 jz 一 81( 即 以 & 为 心 ,圆周 通过 31 的 风 ) 内 绝对 
收 敏 上 县 内 闭 一 至 收 笋 ， 


证 设 z 是 所 述 圆 到 内 的 任意 定点 ， 因 为 芝 6。 (a1…a)" 收 
= 


化, 它 的 各 项 必然 有 界 , 即 有 正 数 开 , 使 
[css 一 6 和 | 委 开 (一 0 1 2 


”这 样 一 来 , 即 有 
关 1 nf so 名 一 在 |* 
[eata—a) "=onts—0)" (ES) | < 和 | 
注意 到 12 一 21<<1zi 一 4| ,区 级 数 
= a—a |” 
Md 1 一 最 


为 收敛 的 等 比 级 数 ， 因 而 王 6。(z 一 a)* 在 图 玉 内 绝对 收敛 ， 
n= 


其 次 , 对 玉 内 任 一 闲 回 :| zs 一 ol 所 pC(0<p<[a 一 4) 上 上 
的 一 切 点 米 说 ,有 
jew(z 一 9) | 所 于 


sal' p 者 
| <u( | 一] ) ? 
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故 并 cnfz 一 9)" 在 玉 。 上 有 牧人 钙 的 优 级 数 
并 二 必 


ETT), 
因而 它 在 外 ,上 一 致 收 化 ， 再 由 定理 4.8, 此 级 数 必 在 圆 下 内 内 
六 一 致 收 伍 , 

推论 4.11 车 寡 级 数 (4.3) 在 某 虚 zz( 冯 4) 发 散 , 则 它 在 以 a 
为 心 并 通过 zs 的 圆周 外 部 发 散 . 

证 用 反 证 法 ,证 明 留 给 读者 . 

对 于 一 个 形 如 (4.3) 的 需 级 数 ,z= 二 a 这 一 点 总 是 收 货 的 ，z 关 
4 时 ,可 能 有 下 述 三 种 情况 


第 一 种 任意 的 :去 gc, 级 数 并 ov(z--a)* 均 发 散 ， 
入 一 扣 


例 4.3 级 数 
1 2 astr 二 1g 十 sea 
当 #0 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 故 发 散 ， 


第 二 种 任意 的 2 级 数 开 cu(z 一 a)* 均 收 敏 ， 
区 王位 
例 4.4 级 数 


pr mn 
1+2+ 各 -了 "十 2 


对 任意 固定 的 2, 从 菜 个 % 开始, 以 后 总 有 -和 < 了， 于 是 及 此 以 


<( 二 ) 故 所 述 级 数 对 任意 的 * 均 收 全 


第 三 种 存在 一 点 4179， 使 己 co(21 一 0)" 收 化 (此 时 ,根据 


* 14 ， 


定理 4.10 的 第 一 部 分 知 , 它 必 在 圆周 1z 一 41=| 2 一 4 内 部 蔚 对 


收 敏 ) ,另外 又 存在 一 点 sa 使 cr(zs 一 40)* 发 散 ，( 肖 定 |52 一 


Ce 
4| 关 12 一 4 ;根据 推论 4,11 知 , 它 必 在 圆周 |z 一 41=|zs 一 81 外 
部 发 散 ，》 
在 这 种 情况 下, 可 以 证 明 ,存在 一 个 有 限 正 数 五 ,使 得 


工 o.(z-a)* 在 圆周 js 一 aj 一 瑟 内 部 绝对 收敛 ,在 圆 局 |z 一 上 [一 
其 三 0 


召 的 外 部 发 散 ， 怪 称 为 此 辕 级 数 的 收 化 半径 ; 园 |z 一 4 [过 了 R 和 图 
周 1s 一 41 二 万分 别称 为 它 的 收敛 加 和 收 全 寻 周 ， 在 第 一 神情 形 ， 
约定 恒 二 0; 在 第 二 种 情形 ,约定 是 = 十 ww, 并 也 称 汽 们 为 收 傻 半 
径 ， 
一 个 赛 级 数 在 其 收敛 圆周 上 的 仇 散 性 有 如 下 三 种 可 能 :二 处 
姓 发 散 ;(2) 既 有 收 人 鳄 点 , 伙 有 发 散 点 ;(3) 处 处 收 化 ， 
2， 收 效 半 径 RR 的 求法 , 柯 西 -阿达 玛 (Hadamard) 公 式 ， 


定理 4.12 ”如 果 备 级 数 瑟 cn(z 一 4)* 的 系数 cs 售 于 
和 一 中 


Cat+1 
Cy 


=1, 《过 朗 贝尔 (D'Alembert)) 


“lim 
fe 


或 limgTe[=5 ( 柯 西 ) 
或 TRYAToT= 2 ( 柯 西 -阿达 汉 ) 


购 需 级 数 实 os(s-a) 的 收敛 半 径 @ 
也 = 站 


名 ”证明 可 条 逆 ]，B， 上 康 威 著 ; 单 复 变 函 数 第 三 章 便 1; 上海 科技 出 版 社 ,1985。 
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1 (#0,1#+ 0%0) 


有 -10 (=+%m); 《4 4? 
[+ (=0), 
例 4.5 试 求 下 列 各 二 级 数 的 收 全 半径 。 
。 
{1) be 
1 Cn | 入 十 1 2 
解 R=hm Cu+1 -lim 人 名 ) 一 十 
2 
(2) Ear 
ll. 
解 因 {=lim| 一 1 =lim(®+ =0, 
| En 
故 R=+ 0%,. 
(3) nn. 
n=0 
目 国人 | -人 和 + 
政 
R=0, 
(4) 十 2 十 名 十 十 


解 因 当 % 是 平方 数 时 0.==1, 黄 他 情形 6c，=0。 因 此 , 相应 
有 PTer| =1 或 0, 于 是 数列 { 攻 eof ) 的 聚 点 是 0 和 1 从 而 1=1、 
R=1, 

3。 得 级 数 和 的 解析 性 

定理 4.13 《1) 短 级 数 


Le - 人 区 本 ， * 15i* 


f(D = es~a) (4.5) 


办 中 量 
的 和 确 数 了 (z} 在 其 收 数 图 天 :12 一 G1 写 (0 站 委 十 sc) 内 解 
新 . - 
《2) 在 玉 内 , 乱 级 数 (4.5) 可 以 逐 项 求 导 罕 任意 阶 ; 即 
f(a)= pc + (P+INPB' "2001(s— T+ 
十 入 《各 一 1) (np+I)c (aa)" ?+ .++ 

(2 一 1 2，…) (4,6) 

(3) oo -一 和 (op 一 0,12 (4.7) 


证 由 阿 贝尔 定理 (定理 4.10), 短 级 数 


Tes—a)" 
办 二 全 
在 其 收 繁 圆 有 闭 一致 收 敛 于 
玫 2 而 其 各 项 ca(z 一 4) 一 0,1; 2 又 都 在 2 平面 土 解 
析 ， 豆 由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 {定理 4.9) ,本 定理 的 (1)7、 (2) 部 分 得 
证 ， 逐 项 求 了 阶 导 数 (p 一 1,2,*…) 后 ， 即 得 (4. 6). 
在 (4.6) 中 令 * 一 4 得 


一 -天 to) 1,2,... 
ts pl {DP=1,2, )s 


注 闪 到 oo 一 了 (9) = 了 Ca), 即 得 (4,.7)， 


$ 5。 解析 函数 的 泰勒 (Tayler) 展 式 


这 一 节 主 要 研究 在 出 内 解析 的 函数 展开 成 咕 级 数 的 河 题 . 

1。 素 勒 定理 ”由 定理 4.13 (1) 我 们 看 到 ,任意 一 个 具有 非 零 
收 僵 半 径 的 冠 级 数 在 其 收敛 贺 内 收敛 于 一 个 解析 函数 ,这 个 性 质 
基 很 重要 的 ， 但 在 解析 国 数 的 研究 上 , 知 级 数 之 所 以 重要 ,还 在 于 
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ep Te a A 


这 个 性 质 的 道 命 题 也 是 成 立 的 , 即 有 
定理 4.14( 素 勒 定理 ) 设 lz) 在 区 域 D 内 解析 ,aE 了 DD, 只 
要 加 :1z 一 4 | 之 呈 含 于 DD, 则 了 (z) 在 下 内 能 展 成 考级 数 


f (0)= era)’, (4.8) 
忆 二 位 
其 中 系数 
1 F(6) fea) 
2) ET eT a (4.9) 


CT, eal=p,0<PpTR;R=0,1,2,..') 
且 展 式 是 唯一 的 。 
证 证 明 的 关键 是 利用 柯 西 积分 公式 及 如 下 熟知 的 公式 


1 A 
一 人 二 2 《| 全 [性 1。 (4.10) 


设 为 及 内 任意 取 定 的 点 ,总 有 一 个 圆周 TT,: [一 a|=p 
{0p 志恒) ,使 点 z 含 在 让。 的 内 部 (图 4,1 中 虚线 表 六)。 由 柯 
西 积分 公式 得 


f(2) = 了 de, 


2 


我 们 设 六 各 二 人家 为 有 a 的 正常 次 的 级 数 ， 为 


FE) fe 了 (GT (4 ,11) 


El 4 


当 EET, 寺 ,由 于 “ 
和 ?= 和 < 
应 用 公开 (0 我 站 人 
* 1539 


右 油 的 级 数 在 厂 ,上 (关于 人 是 一 致 收敛 的 。 以 。 上 的 有 界 卫 
数 -其 名 _ 相 滋 ,仍然 得 到 六 上 的 一 致 收 化 级 数 ， 于 是 (4.11) 表 
示 为 厂 。 上 一 至 收敛 级 数 


图 #4.1 


f{E) _ ne) ， 
er ear 


将 上 式 沿 F。 积 分 ,并 以 -二 - 乘 所 得 结果 。 根 据 逐 项 积分 定理 , 即 


2 
得 四 
1 Fe) 
fe)=5Hr),. Es de 
3 » ,1 f(2) 
= 0) 了 网 riaas, 
由 定理 3.13 知 _ 
1 fe) _ f(a) 
= 2 mi JrokE 一 日 四 4 d= 
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最 后 得 出 
7) es—a)". 


其 中 的 系数 co 由 2 公式 (4. 9 给 出 ， 上面 的 证 明 对 任意 sE 问 均 成 
立 ; 故 定理 的 前 半 部 分 得 证 ， 

下 痢 证 明 展 式 是 唯一 的 . 

设 男 有 展 式 


f(z})= eis—a)(zER: [Ee 
亲 二 个 


由 定理 4.13(3), 即 知 
Ao) 


Rl 

套 展 式 症 唯一 的 ， 

显然 智 级 数 (4,8) 的 收敛 半径 大 于 或 等 干 RB， 

定 闵 4.6 (4.8) 称 为 了 (z) 在 点 4 的 泰勒 形式, (4,9) 称 为 其 
索 勒 系数 ,而 (4.8) 右 边 的 级 数 , 则 称 为 泰勒 级 数 . 

综合 定理 4.13(1) 和 定理 4,14 可 得 出 间 划 解析 函数 的 第 四 
个 等 价 定理 ， 

定理 4.15 fi2) 在 区 域 忆 内 解析 的 充 要 条 件 为 ;72 在 万 
内 任 一 点 4 的 邻 域内 可 展 成 一 0 的 每 级 数 , 即 泰勒 级 数 . 

由 第 三 合 的 柯 西 不 等 式 知 , 若 了 (2) 在 12 一 41 之 号 内 解析 5 则 
其 泰勒 系数 eu 满足 柯 丁 不等式 


max |f(z)| 
le [< (pRB, n=0,1,2, "0 


=Cn (2=0,1,2,."*), 


2. 午 级 数 的 和 函数 在 其 收 伍 圆周 上 的 状况 
窗 勒 展 式 (4.8) 仅 限于 = 在 二 (图 4.1) 的 内 部 时 方 能 成 立 ， 
而 站 ,又 只 须 在 (2z) 的 解析 区 域内 就 行 ,其 大 小 并 无 限制 。 故 
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展 式 (4.8) 在 以 4 为 心 ,通过 与 4 最 接近 的 所 2 之 奇 点 的 加 周 内 
部 此 成 立 ， 事 实 上 ,我 们 有 


定理 4.16 ”如果 每 级 数 ov(z--a)* 的 收 丝 半 径 玉 >0, 且 


了 [2 = oso)", (EK, lza—al<E) 


nD 

则 f(z) 在 收敛 圆周 QO，1s 一 a| 一 丸 上 至 少 有 一 次 点 , 即 不 可 能 
有 这 样 的 函数 F(z) 存 在 , 它 在 |4 一 a << 忆 内 与 1(2) 恒 等 , 而 在 
0 上 处 处 解析 ， 

证 ” 假 考 这 样 的 巴 (z] 存 在 ,这 时 上 的 每 一 点 就 都 是 某 贺 
0 的 中 心 ,而 在 圆 O 内 如 (2 是 解 折 的 。 根 据 有 限 恬 盖 室 理 ,我 们 
就 可 以 在 这 些 贺 0 中 选取 有 限 个 将 C 覆 蓝 了 ， 这 有 限 个 圆 构成 -一 
个 区 域 8, 用 p>0 玫 0 到 G 的 边界 的 距离 (参看 第 三 章 定理 3.3 
注 )， 于 是 ,F(z) 在 较 加 玉 大 的 周 心 加 玉 /，|z 一 oj 之 请 Jp 肉 是 
解析 的 。 于 是 F(z) 在 天 /中 可 展 开 为 泰勒 级 数 ， 但 因 在 1z 一 a1 
之 五 中 (zx) 二 f(#), 琶 在 sz 二 a 处 它们 以 及 各 阶 导数 有 相同 的 


信 , 因 此 级 到 芝 c,(z 一 a)" 闻 是 (2) 的 泰勒 级 数 , 而 它 的 收 伊 半 
| 


径 不 会 小 于 总 十 p, 这 与 假设 了 矛盾. 

注 (1) 级 使 医 级 数 在 其 收 就 圆周 上 处 处 收 项 ,其 和 函数 在 
收 铺 回 周 上 仍然 至 少 有 一 个 麻 点 。 

例如 ， 


23 
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由 全 4.5(1) 知 其 收获 半径 吾 一 1>0, 而 在 圆周 1z| =1 .上 级 数 


客 2 3 
于 人 一生 十 下 十 十 se 十 7 十 
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是 收敛 的 ,所 以 原 级 数 到 在 收敛 贺 周 121 = 上 是 处 处 绝 


对 收敛 的 ;从 而 沁 轧 在 用 辕 1z|<1 上 绝对 且 -一致 收 大， 
n=1 
但 


了 一 2 Ei ,2 
J/(z)=1+ 了 + 要 + + 


Fe (|2]<1), 


当 2” 疗 实 轴 从 单位 加 内 趋 于 1 于 ,了 (2) 趋 于 二 wm, 所 以 ?=1 是 
f(z) 兢 一 个 奇 点 ， . 

《2) 这 个 定 理 ， 一 方面 建立 了 千 级 数 的 驳 伍 半径 与 此 宪 级 数 
所 代表 的 砂 数 的 性 质 之 间 的 密切 关系 :同时 ,还 开明 攻 级 数 的 理论 
只 有 在 复数 域内 才 漠 得 完 金 明白 . 

俩 如 ,在 实数 域内 便 不 了 解 , 为 什么 仅 当 |z1<1 时 有 展 式 


1 


Tt “ey 


而 函数 一 -对 于 独立 变数 x 的 所 有 的 值 才 是 确定 的 。 这 个 现象 


1 十 荔 
从 复 变 数 的 观点 来 看 ,就 完全 可 以 解释 清楚 ， 实 际 上 ,函数 一- 


在 : 平 国 上 有 两 个 奇 感 , 妈 z 二 土 。 歼 我 们 所 考 虚 的 级 数 的 收敛 
半径 等 于 1. 

大 考题 (1) 读者 可 以 将 实 变 函数 中 无 穷 多 阶 可 微 函 数 展开 
为 泰勒 级 数 和 复 变 函 数 中 解析 函数 展开 为 泰勒 级 数 ， 两 者 的 条 件 
做 一 比较 ， 

(2) 试 列举 在 区 域 思 内 解 析 的 函数 的 种 种 等 价 刻 划 (包括 定 
浆 2.2), 

3. 一 些 初等 阔 数 的 泰勒 展 式 ”下 面 给 出 儿 个 初 等 函数 的 泰 
勒 展 式 ,它们 的 形式 与 数学 分 析 中 大 家 熟知 的 形式 是 一 致 的 。 
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例 4.6 了 (z)=e’ 在 4 平面 上 解析 , 它 在 s=0 处 的 奉 邯 系 


数 为 
10) _ 1 
Cn = nl nt (n=0,1,2, )， 
于 是 有 
el Clzl too), 


例 4.7 我 们 利用 e* 的 上 述 展 式 求 得 


ete 1 (39 1 (iz)" 
CO8 一 一 一 一 一 一 一 > ， 十 a 
2 2 nl 2 nl 


注意 到 两 个 级 数 的 奇 次 方 项 互相 抵消 , 故 得 


(1) 0 
C0s 2o HI 【15| < 十 )s 
同 理 又 可 得 
人 00 


概要 尖 条 展区 的 隆 一 性 ,上 二 展 式 分 别 就 是 soss 及 sin 2 在 4 平 
面 上 的 泰勒 展 式 ， 

例 4.8 多 值 函 数 Ln(1+4) 以 z= 一 1, 0% 为 支点 :将 平面 
语 负 实 轴 从 一 1 到 o 割 厂 ， 在 这 样 得 到 的 区 域 9 (特别 在 单位 图 
1z1<<1) 肉 ，LnCIT2) 可 以 分 出 无 穷 多 个 单 值 解析 分 支 ， 先 取 主 
值 支 fo(2) 二 lno(1+z) 在 单位 回 内 展 成 5 的 等 级 数 ， 为 此 先 计 算 
其 泰勒 系数 。 出 于 


f0(2)= Te) = (1 
所 以 其 泰 吉 系 数 为 
od (n=1;2, )， 


=。 158% 


| 


因为 otz) 二 Ino(1+2) 是 主 值 , 即 在 1+z 取 正 实数 时 ,lnot1 十 4) 
取 实 数 ,于 是 有 fo(0)==0。， 业 后 得 出 


”2 23 
In(tlta) -att (4.12) 


3 
(lz|<1) 
所 以 Lnt1 十 2) 的 各 支 的 展 式 应 该 是 


lns(1+ a)=2 krei+t 一 和 + 一 DI 
g 二 了 上 人 十 多 Ft Rn . 


Callsk=0, +1, 凸 2 0) 
例 4.9 按 一 般 窜 图 笋 的 定义 
(1+2)" 二 e010(e 为 复数 )， 
它 的 支点 也 是 一 1 ee ,故人 1+2 和 在 121<1 内 也 能 分 出 单 值 解 析 
分 去 ， 取 其 主 值 支 _ 
(2)=(1+ 8)" = e+ 
在 >= 处 展开 ， 我 们 先 算 泰 勒 系数 ,为 此 令 
&(s) 一 es 《fot2) 就 是 上 例 中 的 lnoCt+2)yj， 
按 复合 函数 求 昼 法 则 得 
EC2) = ofat2), 
为 了 方便 继续 求 导 ,注意 到 


， 1 1 
Foz) TT elray 一 -73 


所 以 g(a) ae nn, 
继续 求 导 ,每 次 应 用 14(2) 二 -zt5-， 即 得 
ga)=ata—1) (a—n tli)e mM, 


我 们 得 而 泰勒 系数 为 


0) CS 一直 人 一 入 二 1) 
共 1 ? 


(n=1,2,**:) 
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EE = ye 一 -人 


于 是 得 出 (+z)* 的 主 值 支 的 展 式 为 


0 “十 


《2 一 1) 一 站 二) 
ea < 


ss (4.13) 


(|z] <1) 
开 用 一 此 基本 的 民 式 ， ,又 可 导出 其 它 一 此 函数 的 展 式 ， 


例 4.10 将 一 在 :一 0 展开 成 吞 级 数 . 


解 因 一 在 |z1<1 内 解析 ， 故 展开 后 的 赫 级 数 在 |z|<1 
内 收 伍 ， 已 经 知道 ， 
各 =1+2+ 癌 + 可 2 + (|z[<+ om), 


1 
1—2z 


在 |z]<1 时 将 两 式 相 胰 得 


一 1 十 3 十 822 十 53 直 ws。 (lz]<1), 


2 1. ( 1 ,1N\, 
1+(1+ 人 + 人 I++ 六 ) + 
1 .1l 1 \,s , 
+ (1+ 17 1 3 TB) fs 


四 乘 的 方法 ,可 按 定 理 4.4 所 指出 的 对 角 线 方法 ， 


1+i 
-二 ) 的 展开 式 . 

解 因 1 5 二 7 的 支点 为 一 及 o， 坝 其 指定 分 支 在 1z] <1 内 
单 值 解析 ， 


Viri= VT Vi 
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例 4.11 求 V2+77( VE 


。 (二 1) 
-1 2 (4) + 


V2 t 21 


= 2 (1 一 言 s+ 寺 +) (jz|<1), 
其 一 般 表达 式 为 : 当 |z|<1 时 
一 1+1i “13+ (2 一 3 ,n,n 
VE 人 (1 六 Pc in 


例 4.12 将 e*coss 及 e'sinz 展 为 2 的 寡 级 数 ， 


解 esfcasg 十 让 Sing) 一 678 全 一 64 和 


EA 
a 
一 各 28 


i 


人 二 分 路 了 
同 理 
pr(coss—isin 2)—e i 于 
一 1+TAEeEz+y， De 
两 式 相 加 除 以 2 得 


» (VY 2)"cos 


e :cos 2—1+ YacosTe+ 5 2*, 15] + 


只 一 了 1 
两 式 相 减 除 以 21 得 
= OY ne 
e ssins—Y ZsinTs+ 2*, | 2 < 十 co。 
而 一 六 


例 4.13 试 将 函数 、 


e IB1* 


f(a 
按 :的 千 展 下, 并 指明 其 收敛 范围. 


=1 2 -1 2 
解 了 zl sro (2—1}+3 
2 1 2 之 z—1 
= 1 一 二 ,一 二 二 =1- 生 工 (D"( < 二 ) 
3 1+ 3 人 0 


二 (en 


1 a 
例 4,14 设 一 = ， 
帮 一 笑 


《1) 证 明 cn 一 cr-1 二 0-o(%>2)3 

(2) 求 出 展 式 的 前 五 项 ， 

(3) 指出 收效 范围 . 

解 (1) 法 一 ,利用 系数 公式 (4. 9) 的 积分 形式 ， 有 


Cri on-? 一 J 1 (rr 


1 1i€ 
a | pe 
te” 


一 1 Harr dE 0 《ma322)。 
法 二 、 利 用 待定 系数 法 ,有 | 
* i620 


i ec rear rw 


了 一 《一 2 一 22》 CC0 十 人 号 中 人 2 二， 二 2 


.Ferns 十 


| 二 322 十 -二 pa 38 十 
一 00 —6 Can-l 
— eo 一 一 
比较 两 端 同 次 兰 的 系数 得 
2 一 1801 一 0 一 00s 一 上 1 一 5 一 0 Cr cn! Ca-s= 0 
所 网 60 一 二 人 一 人 0 一 1C 一 0 十 00 天 
Cn Cnt nn {n=2). 
(2) co | ,1 
m= (i) 1+22 | 1 
1—z—g2s 【一 32 


从 年 南 (1) 依 次 每 co=01++co=1+1=2， 


ca 一 ta 十 8 一 2 二 1 一 3， 


Cd 一 Ta 十 Co 一 3 十 2 一 5) 


ll 
1—% 一 2 


且 


一 1 十 2 十 2 2 十 3 2 十 和 型 二 2， 


(8) 因由 1-z 一 z=0 解 得 “一 二 :二 长 三 ,它们 是 和 诅 数 的 . 


两 个 吞 虎 。 故 知 收 伍 败 为 
5 一 1 
上坟 -一 人 
8 4. 解析 函数 零点 的 狐 立 性 及 唯一 性 定理 


在 很 多 实际 后 题 中 ,往往 需 村 研 究 使 一 个 歼 数 等 于 堆 的 所 ,也 
就 是 求 根 。 最 简单 的 捕 况 是 :在 解 党 系数 级 性 微分 方程 时 ,将 这 个 
. 问题 转 收 为 求 其 特征 多 项 式 的 根 的 向 题 ， 一 个 #3 次 多 项 式 有 # 个 
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根 , 而 多 项 式 是 解析 溺 数 ,那么 一 个 解析 函数 有 几 个 报 呢 ?在 一 艇 
情况 下 ， 它 可 能 有 无 穷 多 个 根 ， 那 么 这 无 穷 多 个 可 能 的 根 的 分 恋 
情况 如 何 呢 ? 这 个 问题 是 属于 值 移 分 布 沦 中 的 癌 古 这 一 节 ， 我 
们 只 从 函数 fs) 根 的 分 布 情况 来 研究 f(z) 三 0 的 问题 ， 

1 解析 函数 零点 的 弧 立 性 

定 交 4.7 设 f(z) 在 解析 区 域 吃 内 一 点 5 的 傅 为 零 , 则 称 a 
为 解析 函数 了 (z) 的 零点 。 

如 果 在 1z 一 91 < 如 内 ,解析 函数 了 (2) 不 生 为 零 ,我 们 将 了 (2) 
在 点 a 蝴 成 智 级 数 , 此 时 , 寡 级 数 的 系数 必 不 全 为 索 ， 故 必 有 一 正 
整数 和 nC(m 实 1) ,使 得 

f(a)=f (a) = 一 fm-D(a) 一 0 但 fw)(a)z0， 
含 平 上 述 条 件 的 mn 称 为 零点 4 的 级 ,a 称 为 了 (z) 的 澡 级 零点 . 
特别 是 当 w=1 时 ,a 也 称 为 (2) 的 简单 替 点 。 

定理 4.17 不 位 为 零 的 解析 沪 数 (2) 以 a 为 m 级 零点 的 充 
要 条 件 为 ; 

f(a)=(2— a) "p(s), {4.14) 

其 中 (7z) 在 点 5 的 邻 域 1z 一 a|< 过 屋内 解析 , 且 @(a) 兴 0。 

证 必要 性 由 假设 ， 


下 《中 十 1 
(= 二 人 (sa )" rt 


只 要 没 。 p00) -人 rt 
就 得 到 (4.14)., 
充分 性 ”证 明 贸 给 读者 . 
(4.14) 是 具有 名 级 零点 a 的 解析 函数 f(z) 的 解析 表达 式 、 
例 4.15 考察 函数 
{2s})= 2—sing 


在 原点 z=0 的 人 性质， 


* 184 * 


解 ”显然 f(z) 在 < 二 0 解析 , 且 f(0) 二 0, 


bE 2 
由 f(s)=4 一 (s 一 各 + 二 -一 …) 
1 82 
-+) 
或 由 f(zy=1—coss, f’(0)=1—1=0, . 


J”(z)=sins, 了 (0 一 0 
了 "2 一 Cos gs, fF"{0) = 130, 
说 z=0 为 (2) 二 z 一 sin z 的 三 级 零点 . 
例 4.16 求 sin zs 一 1 的 全 部 零点 ;并 指出 它们 的 级 . 
解 sinz 一 1 在 平面 上 上 解析， 由 sin z 一 1 一 0 得 


Fie 2 [a 


即 (es ie0,er=i, 
歼 5 一 本 十 2 kx (天 一 0， 士 1 )， 
这 就 是 sin * 一 1 在 = 平面 上 的 全 部 零点 . 
最 然 
(sin a—1)’ | ,srs eo? |,gr2r =0 ， 
{sin 1)" 4 一 一 Sb 3 | 2 = 一 1 六 0， 
天 2 一 +2 kx (k=0,+1;,+2).:) 


都 是 函数 sin zs 一 1 的 二 级 零点 . 
一 个 实 变 可 微 函数 的 零点 不 一 定 是 弧 立 的 ;例如 实 变 了 区 数 
| zisint- ,20, 


|, v=0 


在 点 4 二 0 可 微 , 且 以 x 一 0 为 一 个 零点 。 但 了 一 土 -二 (2 一 1 
2,3;:……*) 也 是 它 的 零点 ,并 以 < 一 0 为 案 点 ， 所 以 z=0 不 是 一 个 
= 165* 


孤立 零点 ， 但 在 复 变 阔 数 中 ,我们 有 
定理 4.18 如 在 jz 一 Ga] 一 于 内 的 解析 男 数 (2) 不 恒 为 零 ， 
a 为 其 零点 , 则 必 有 ea 的 一 个 邻 域 ,使 得 【(z) 在 共 中 无 异 于 a 的 
零点 。 (简单 说 来 就 是 ， 不 恒 为 零 的 解析 函数 的 零 点 必 是 孤立 . 
的 ，》 
证 设 a 为 了 (z) 的 im 级 零点 ,于 是 ,由 定理 4.17 
fl2)= {2—a) "p(s), 
其 中 m(z) 在 1z 一 6 二 王 殉 解析 ,县 9p(9)=0, 队 而 (z) 在 点 4 和 连 
续 ， 于 是 由 例 1.28 知 存 在 一 邻 域 12 一 a1<<? 使 得 8(z) 于 其 中 恒 
不 为 零 ， 疏 f(a) 在 其 中 无 异 于 ea 的 其 它 零 点 , 
上述 定理 实际 上 告诉 我 们 这 
样 的 结论 ， 
推论 4.19 设 (1)f(z) 在 邻 
域 玉 ,12 一 a [< 之 内 解析 (2) 在 
下 内 有 了 (#) 的 一 到 零点 {27 (2 
天 中) 收 化 于 a; 则 fs 在 下 办 必 


恒 为 零 . 

证 国 为 (2) 在 点 5 连续， 
且 (zw) 二 0, 让 *%* 趋 于 无 穷 取 极 
股 , 即 得 f(a)=Ct， 故 4 是 一 个 
非 狐 立 的 零点， 由 定理 4,8 必 
fC(#) 在 下 内 但 为 零 , 

思考 题 试 尝 一 例 ， 说 明 
f(z) 在 某 区 成 也 内 解析 几 有 无 穷 
包 个 零点 ,但 相思 内 f(z) 潮 0; 这 
图 4.2 与 下面 这 个 推论 矛盾 吗 ? 


2， 礁 一 性 定理 ”对 于 一 个 不 胡 条 和 件 限 制 的 复 变 函数 ,我 们 不 
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能 从 其 定义 域 中 某 一 部 分 的 取 慎 情况 来 确 定 其 它 部 分 的 值 ， 对 于 
连续 困 数 也 只 能 说 , 相 邻 两 点 的 函数 值 相 差 很 小 ， 对 于 解析 函数 
来 详 就 完全 不 同 了 ， 从 下 面 的 (内 部 ) 唯 一 性 定理 可 以 看 出 , 解析 
畏 数 在 其 定义 域 中 某 点 邻 域内 的 歌 值 情况 完全 决定 着 它 在 其 它 部 
分 的 值 。 以 前 由 柯 本 积分 公式 , 普 经 使 我 们 知道 , 从 解析 函数 在 边 
办 CC 上 的 值 可 以 推 得 它 在 C 的 内 部 的 一 切 值 ， 因 之 (内 部 ) 唯 一 性 
定理 可 以 看 成 柯 西 积分 公式 的 补充 定理 , 它们 都 反映 解析 函 数 的 
特性 , 辣 是 解析 国 数论 中 最 基本 的 定理 。 

定理 4.20 设 (1) 请 数 六 (2 和 疡 (s) 在 区 域 六 内 解析 ; 

(2) 号 内 有 一 个 收敛 于 4ED 的 点 到 {zn} (za)， 在 其 上 上 
六 (2 和 fa(z) 等 秆 , 则 (2) 和 了 (2) 在 也 内 伍 竺 , 

证 令 了 (2)=f1(#) 一 f(z) 我 们 只 须 证 明了 (3) 在 巴 肉 便 为 
零 就 行 了 ， 

由 假设 知 f(2) 在 妃 内 解析， 二 在 尹 内 有 一 列 零 点 {24} 
(srca) 收 仇 于 a 了 D， 邵 果 也 本身 就 是 以 4 为 心 的 加 ,或 也 就 是 
整个 z 平 面 , 则 由 推论 4.19, 即 知 (2) 二 0。 定 理 就 证 明了 ， 在 
一 般 情 形 下 ,可 用 下 述 所 请 圆 链 落水 证 明 ， 

设 5 是 号 内 任意 国定 的 点 (图 4,2).。 在 马 内 可 必 一 折线 工 连 
接 a 及 5, 以 4 表示 工 与 DD 的 边界 本 问 的 虹 短 距离 ( 见 第 三 党 定 
迎 3.,3 注 ,9>0)， 在 上 依次 取 一 电 点 4=Q0, ea， Ga 1 
qa 二 5, 使 相 邻 两 点 间 和 的 距离 小 于 定数 (0< 卫 < 之 4)， 显然， 由 推 
论 4.19, 在 加 下 0; 1s 一 &0o|< 之 五 内 (2) 二 0， 在 大 Ki 12 一 aj 之 
五 又 重复 应 用 推论 4,19 , 即 知 在 下 :内 f(z) 三 0. 这 样 继续 下 去 , 直 
到 最 后 一 个 含有 点 3 的 圆 为 止 , 在 该 加 内 了 (z) 二 0， 特别 说 来 ， 
(6) 一 0。 因 为 6 是 思 内 任 屿 的 点 , 克 耳 明了 在 人 内 了 (2) 二 0, 

推论 4.21 设 在 区 域 D 内 解析 的 玛 数 f(z) 及 f(z) 在 也 内 
的 某 一 子 区 域 (或 一 小 眉 弧 ) 上 租 等 , 则 它们 必 在 区 域 D 内 便 等 ， 

例 4.17 设 (1) 了 (5 及 可 (5 在 区 域内 解析 ; 
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(2 在 BD 内 f(z)'g(z)=0, 
试 证 ;在 DB 内 了 (3) 三 0 或 gt3)=0. 

证 车 有 zoEDD 使 g(20) 了 0。 因 gg(2) 在 点 so 连续 , 故 由 例 
1.28 知 ,存在 3 的 邻 域 正己 D, 使 g(z) 在 下 内 伍 不 为 零 ， 向 出 
题 设 

fia:g(s)=0 (zsEKCD), 
故 改 . fz)a0 (zsEKCD). 
由 唯一 性 定理 (推论 4.21) f(z)=0 (z€ED). 

推论 4.22 一 切 在 突 轴 上 成 立 的 恒等式 (例如 , sin?# 十 69822 
一 1 ,sin 2 4 二 2 singcosz 等 等) ,在 z 平面 上 也 成 立 , 只 要 这 个 便 繁 
式 的 丙 迪 在 :平面 上 都 是 解析 的 。 

例 4.18 应 用 了 唯一 性 定理 ,在 |zj<1 内 展开 Ln(l1-r#) 的 主 
值 支 成 > 的 需 级 数 . 

解 我 们 已 知 Ln(l+ 3) 的 主 值 支 lnti+ 引 在 |#|< 之 1 内 解 
析 ， 又 在 数学 分 析 中 已 知 


吊 


Ce 


In(l+e)= zr TEC—1,1), 
而 帘 级 数 
0 C1)"e"rt 
no 各 十 1 


的 收 化 半径 为 1, 即 它 在 fz| <<1 内 收 合 于 一 个 解析 沙 数 gz)。 
但 在 卖 轴 的 线段 (一 1 1 上 
(2)=ln(1+ 2), 
因此 积 据 唯一 性 定理 (推论 4.21) ,在 加 1z1<I 内 
Eg(z)=lin(tl+z), 
压 得 1n(1 十 3) 在 1z|<1 内 的 竹 级 数 展 式 为 


_ (1)"e 
nt , 


日 16B # 


这 与 (4.12) 一 致 . 

贞 此 倒 我 们 看 出 ; 应 用 唯一 性 室 理 (特别 是 推论 4.21 或 
4.32): 在 数学 分 析 中 常见 药 一 些 初 等 因数 的 将 级 数 展 式 都 可 以 推 
广汉 复数 域 上 来 . 

3。 最 大 模 厌 理 ”下面 的 定理 是 解析 函数 论 中 最 有 用 的 定理 
之 一 : 
定理 4.23( 最 大 模 原理 ) 设 f(4) 在 区 域 DD 内 解析 ， 则 
f(z) | 在 也 内 任何 点 都 不 能 述 到 最 大 值 ,除非 在 DD 内 (2) 鲁 竺 于 
常数 ， 

证 如果 用 异 表 |f(2) | 在 DD 内 的 最 小 上 界 , 则 必 0 之 于 之 
十 ee， 假 定 在 嫩 内 有 一 点 2, 国 数 有 (3) 的 模 在 z 达 到 它 的 最 大 
导 , 即 |Fzo| 一 对。 

(1》 应 用 平均 值 定理 (定理 3.12) 于 以 mm 为 中 心 , 并 且 连同 
它 的 周 界 一 起 都 全 含 于 区 域 马 内 的 一 个 辐 12 一 20| 之 主 , 就 得 到 


fs) =) fat Row)do, 


由 此 推出 


fn lf fat Ber)ldp, (4.15) 


由 于 
[fst Re”?) | 而 |f (20) 1 二 HY， 

从 不 等 式 (4.15) 就 可 以 看 出 ,对 于 任何 PC0 和 SP 所 2 4)， 

[f(z0+ Re*|=XM. 
事实 上 ,如 果 对 于 某 一 个 值 p=go 有 

|f Cz0t Re™) | <M 

那么 根据 | 了 (z) | 的 连续 性 ,不等式 | (zo BRe*)|< 之 开 在 基 个 充 
分 小 的 区 间 

pop ote 
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向 成 立 ， 同 时 ,在 这 个 区 问 之 外 ,总 是 
1 十 吾 e] 委 虹 。 
在 这 样 的 情况 下 , 由 (4,15) 得 


1 2 i 
M=]f(z0) <a [fa0+ Re™) dg M, 


耶 盾 .因此 ,我 们 已 经 证 明了 , 在 以 点 #6 为 中 心 的 得 一 个 充分 小 
的 圆周 上 |f(z)i 二 如 ， 换 和 甸 话 说 ,在 名 点 的 足 能 小 的 名 域 下 内 
《区 到 其 周 界 全 含 于 万 肉 ) 有 |f(z) [= 型。 

(3) 由 第 二 之 习题 (一 )6(3), 必 (2) 在 玉 内 为 一 常数 ， 

(3) 由 唯一 性 定理 , 必 f(z) 在 了 内 为 一 常数 . 

推论 4.24 ” 没 (1) f(z) 在 有 界 区 域 马 内 解析 , 在 闭 域 P= 
力 +0D 上述 续 ; 

(2) f(s) lM (zED), 
则 除 f(z) 为 常数 的 情形 外 ,| 了 (a)| < 于 (zeED), 

注 ” (1) 在 柯 西 不 等 式 中 的 (BR) 一 max1f(2)|， 现在 也 可 


以 理解 为 MCR) 一 maxjy(2)|， 


(2) 读者 可 以 应 用 本 书 第 七 章 定 理 7.1 的 保 域 定理 ， 来 作出 
最 大 模 原 理 的 几何 解释 , 
例 4.19 试用 最 天 模 原理 证 明 例 3.11， 即 证 ,“ 设 f(z) 在 
闭 加 |z | 等 五 上 解析 ,如 果 存 在 50, 使 当 |z|= 五 时 ， 
[se 
而 且 
] Fo)1<a， 
则 在 贺 1zi< 之 五 内 ,f(z) 素 少 有 一 个 零点 。” 
证 如果 在 | 引 j 扫 吾 内 ,f(%) 无 零点 ， 而 由 题 设 在 |z| = 六 上 
1fC2)1 二 a>0, 且 了 (3) 在 1zl 扎 玉 上 解析 。 政 


Pp(2) = TU 
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在 ]z| 志 ER 上 解析 ， 此 时 


[w(t0)] = | 


且 在 |s1= 五 上 ， 


1 有 
和 


> 


lp(o1=|-E | < 十， 
于 是 2(2) 必 非常 数 ,在 1z| 一 召 上 
l(a) | <p0)]. 
由 最 大 模 原理 ,这 就 得 到 矛盾 . 


% 


第 四 章 习 题 
(一 ) 
1. 判断 下 列 级 数 的 化 、 散 性 . 


i 345) = 15 


答 ，(1) 条 件 收 仇 ; 《2 绝对 收 训 b;: (3) 发 散 。 
32. 试 确 定 下 列 短 级 数 的 收 敏 半径 ， 


人 D 二 DO DM 8) Dn 
答 ,GD 1 (2) 2; (3) 0， 
3， 如果 lime 忆 存在 (天 co)， 试 证 下 列 三 个 等 级 数 有 相 同 的 收 雍 半 


Cn 
径 ， 


(01) 对 cwz"( 原 好 数 )3 
(2) 加 -全 ja""( 原 级 数 肖 项 积分 后 所 成 级 数 )， 
《3 吕 ncn2"!( 原 级 数 逐 项 求 导 后 所 成 级 数 )， 
4. 设立 ez" 的 收 般 半 逢 为 RCO<R<< 二 co)， 并 且 在 驳 钱 回 周 上 -一 点 绝 


sw 


对 收 敏 。 试 证 明 这 个 奴 数 对 于 所 有 的 点 #:1z| 私 瑟 为 绝对 收 角 且 一 致 收 航 。 
5， 特 下 列 函 教 展 成 2 的 震级 数 ,并 指出 展 式 成 立 的 范围 ， 


(CD 二 入 Ce: 为 复数 , 且 # 关 0 


{2) ac (3) 了 Minag,, 


(Cd) sin:sy {DD 


-1 _. 
(1—z)*" 

加 an ; 
和 营 : (1) PD "par [zl<|2| 


中 1 


1s|<+eos 


(2) Dati (2n8t1)n!’ 
bi 加 gt oo 
(3 2 Dp’ |*I<+%; 


1 nC22)"™ ， 
{4d) ~ 二 (~ D "ean ， |z|<+eo} 


并 
{5) 提示 ， {1— a) 1 
6. 写 出 e’tn(1 二 和) 的 者 级 数 展 式 至 含 sa" 项 为 正 , 其 中 ntI 士 人 | 一 
0 
325 
和 二 +s 
7. 将 直列 地 拉 # 一 3 的 千 展 开 , 并 指明 其 收藏 范围， 


《17 sinzs C2) 


全 1 


z Ba lt+y3: 
C3) nalts (9 bE (8 Te ). 


sin EY 


等， (WE (2—1)*,12—1|<+o0s 
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(2) -EU (一 1)"，|z 一 11<23 
(9) TE -DD "+ -i) en™"], 
|z—1|<2; 


(4) = YE je—D" lz 一 11<1， 


0 
wo) 
本 部 上 3 


8， 指 出 下 列国 数 在 等 点 z= 二 0 的 级 ， 
(1) si:(e'—1)y (2) Bsinz’ tz:(2" 一 全) 。 
答 ,(1) 4 级 : (分 15 级 . 
9， 设 #6 是 消 数 『(z) 的 m 级 零点 ,又 是 g(z) 的 m 级 等 点 ,试问 下 列 函数 
在 2 处 具有 何 种 性 质 ? 


10. 设 z, 为 解析 函数 (2) 的 至 少 肥 过 点, 又 为 解析 汪 数 gt2) 的 8 级 堆 
点 , 则 ( 试 证 ) 


Ra fens) 
oe) gts) 


11, 在 原点 解析 ,而 在 se 一 二 《wn 一 1,2， "……) 好 到 下 列 各 组 慎 的 函数 是 否 
存在 : 


Cp (a) 


(1) D1,0,101,*=* 


1 1 
(2) 0,50 0 


81 
1 1 1 1 1 1 
(3) 地 ， 了 4’ dd? 6? 站 
1 2 3 4 5 
(4) mn 3 4d” 5? 全 
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答 ，(1) 不 企 在 ， 《2》 不 存在; 
(3) 不 在 在， 《4) 存在， 车， 


12， 设 (1 fz) 在 区 域 D 内 解析 ，; 
(2) 在 森 一 点 ze 如 有 
fg) =0,8 = 2 
试 证 fa) 在 内 必 为 带 数 ， 
13. {最 小 模 原 理 ) 攻 区 域 D 内 不 恒 为 常数 的 解析 函数 fz) ,在 DD 内 的 虚 
zo 有 zo) 志 0, 则 |ftzo) | 不 可 能 是 计 (z)[ 在 DP 内 的 最 小 值 , 试 证 之 ， 
提示 : 芭 证 丘 , 应 用 最 大 复原 理 . 
注 “ 景 小 模 原理 的 推论 : 
， 设 上) f(z) 在 有 界 区域 D 内 解析 ,在 有 界 闭 战 也 = 也 十 3D 上 连续 ， 
C2) f(z)F0CzseD): 
(3) 存在 mr 站 0; 使 [f(2) mseD)。 
删除 了 (z) 为 常数 外 ,|f(#) | 守 m(seD). 
14， 设 D 是 转 线 0 的 内 部 ,f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,在 闭 感 五 = 五 + 吉 上 过 
续 , 共 械 |Fz)| 在 CE 为 常数 。 试 证 ;还 F() 椒 恒 等 于 一 个 常数 , 则 玉 #) 在 DD 内. 
至 少 有 一 个 零点 。 


(二) 
1, 设 级 数 f.(z) 在 点 集 上 一 致 履 敛 子 f(z), 且 在 如 上 |g(z)1 必 性 


{于 之 十 9), 则 级 数 


eats) 


在 吾 上 一 致 收 训 于 g(z)- 扩 z)。 试 证 之 。 
2 试 证 :在 单位 柄 [1 < 之 1 内 ,级 数 
+(e) 
收 芍 于 函数 区 z) 呈 0, 但 它 并 非 一 致 政 就 的 。 


= 了 7。 


3, 试 证 
(1) 如 果 姜 wu = 3 绝对 收 病 , 则 


31 lolt lvl+e tl Te 
《2) 对 任 一 复数 2 La 

le —1[<Se|s|—1 Is ler 
(3) 当 0<1s|< 之 1 时 


zl<ler=11<Tizl. 
4， 设 fz) 一 Yeuvsr(eu 尖 0) 的 收 城 半径 有 >0) 且 


M=max|f(z)| {p< RR), 
试 证 :在 加 


| es】 
| 六 二村 天 0 
办 天 二 无 零点 。 


提示 :由 林 西 不 等 式 |e,| 雪 - 莹 


2 


在 图 !sj<po 内 可 证 | 一 a | 志 
4- 和 ,从 而 在 题 设 回 内 可 证 |F(z)1>0， 
5 设 在 131<< 瑟 内 解析 的 硒 数 六 2) 训 泰 站 显 式 - 
fs)=a + as ost ons 
斌 证 : 当 0 所 7<<B 时 
2 fH redl:a -Pale 
提起 : |f(z)| :二 f(z) .Fz). 
6， 设 泡 z) 是 一 个 整 国 数 , 且 假定 在 在 着 一 个 正 整 数 8, 以 及 两 个 正 数 及 
与 到 ,使 当 |g| 芒 及 时 Rs 扫 开 1zi"。 
试 证 明 ,总 ?是 一 个 至 多 n 次 的 多 项 式 或 一 常数 . 
提示 , 佑 于 fz) 程 分 形式 的 素 蔓 系数 ， 
了。 设 (1) 玉 #) 在 什 域 下 :1# 一 s,| 之 如 内 解析 ，zo 是 8) 的 可 级 零点 ; 
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(2) za.ER, 
问 函数 
rls)=f" freae (zcK》 
及 函数 
GD 一 faat Czek> 


在 点 #, 的 糙 夺 如何 +( 这 里 积分 路 径 都 假定 在 下 内 ,》 
8， 设 (1) 区 域 吕 含有 实 思 的 一 段 寺 ， 
(2) 国 娄 wz) 十 iv(x,y) 及 
uz 0 +ivts,0) (z=r+iy) 
”都 在 区 城 避 内 解析 . 划 ( 试 证 } 在 了 内 
uw yiotr yu sd) Tin(s0), 
注 ;应 用 此 题 ,可 将 一 些 合 笨 件 的 解析 乓 数 
utv ,yi ry) 
《 见 第 汪 , 宇 总 内 的 一 些 例题 和 习题 ) ,化 成 z 的 一 元 防 数 
utarD) + (人 
《即今 一 9,4 二 ,读者 不 妒 自己 去 验证 一 下 . 
*9。 没 C1) 天) 在 入 成 加 内 解 村, 玉 2z) 关 常数 ， 
(2) 为 号 内 任 一 条 围 线 ,只 要 I(O) 全 含 王 站 
(3) 4 为 任 一 复数 
试 和 证 : 帮 s= 冯 在 C 的 内 部 民 C) 只 有 有 限 个 根 . 
10. 问 16| 在 团 画 | 一 2 失 1 上 的 何 处 达到 最 大 ?并 求 出 基 大 怪 
1i1。 变 函数 碎 2) 在 |z| 之 内 解析 , 令 
M(r)=maxlf(2)| (ErBY). 本 


试 证 ;到 fr) 在 区 间 00, 中) 上 是 一 个 上 天国 数 , 且 若 存 在 Ti 及 rs ys 王 )， 
使 得 并 Cr) 二 型 (C72) ; 则 fz) 二 常数 ，。 | : 


站 了 7 全 。 


第 五 章 ”解析 函数 的 罗 朗 (Laurent) 
展 式 与 孤立 奇 虑 


在 前 一 章 我 们 已 经 用 出 ， 用 泰勒 级 数 来 表示 圆 形 区 域内 的 解 
折 沙 数 是 很 方便 的 ， 但 是 对 于 有 些 特 殊 函 数 , 如 贝 塞 尔 (Bessel) 邱 
数 , 以 圆心 为 奇 点 ,就 不 能 在 奇 点 邻 域内 形成 泰勒 级 数 ， 为 此 ,本 
章 将 建立 图 环 7Y<1z 一 q| 二 玉 (r>>0yB 扫 二 oo, 当 =0 时 为 去 心 
加 0 之 1z 一 a|< 之 五 ) 内 解析 函数 的 级 数 表示 , 并 以 它 为 工具 去 研究 
解析 孙 数 在 孤立 奇 点 邻 域内 的 性 质 ， 


$ 1， 解 析 函 数 的 罗 朗 展 式 


1。 双 边 加 级 数 ”考虑 两 个 级 数 
Cot cls—a)+ ez a +t. (5,1) 


el Ca 
Zot (a3) 


前 者 是 知 级 数 , 故 它 在 收 敏 加 12 一 4a] 之 有 (0 之 五 世 二 oo0) 内 表 一 解 
析 函 数 f(z)， 对 第 二 个 级 数 作 代 换 


es {5.2} 


则 它 成 为 一 个 车 级 娄 


ct + CE 十 De 
设 它 的 收 委 区 域 为 15[<< 二 (0< 了 所 二 oo), 换 回 到 原来 的 变数 z， 


到 知人 5,2 在 |z 一 GT0SYr< Too 办 天 一 解析 国 数 fs(2)， 
当 且 人 充当 ?< 吾 肝 (5.1) 玉 (5.2) 有 公 共 的 收 敏 区域 即 图 环 
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re 


五 ,? 近 |z 一 4| 之 五， 送 时 ,我 们 称 级 数 (5.1) 与 (5.2) 之 和 为 双边 
所 级 数 。 可 以 表 为 


四 es (2— a)", | ， i ” (5.3) 
向 以 上 讨论 及 定理 4.10 和 定理 4,13 得 
定理 5.1 设 双 边 短 级 数 (5,3) 的 收敛 回 球 为 
Hr<|s—al<R(rem0, RE+o). 
则 (1) (5.3) 在 五 内 绝对 收敛 且 内 闭 一 至 较 煞 于 
f(z= 六 (+fa( | | 
(2) f(z) 在 互 内 解析 , . 


溃 


(3) f(a2)= 2 cas—8)" 


在 瑟 内 可 逐 项 求 导 了 次 (p= 二 1,2,*''). 

2. 解析 函数 的 罗 朗 展 式 ” 前 面 指出 了 双边 守 级 数 在 其 收敛 
回环 内 崇 一 解析 函数 ; 反 过 来 有 

定理 5.2( 罗 朗 定 理 ) 在 辆 环 百 ,y <<12 一 4|<< 妞 (Fr 六 0 吾 安 
+ co) 内 解析 的 函数 f(z) 必 可 展 成 双边 千 级 数 


oa 


fa) = esa (5.4) 


T= 一 


其 中 
1 


or cet ardEs (n=0, +1see), (5.5) 
厂 为 网 局 iE 一 a =p(r 迟 p< 之 BR), 并且 展 式 是 唯一 的 ( 即 f(z) 及 
回环 五 唯一 地 决定 了 系数 c,). 

证 设 s 为 五 内 任 疙 取 定 的 点 , 总 可 以 找到 含 于 五 内 的 两 
个 剖 周 


了 1 | 一 G| 一 Pi 


= 了 7 总 


Ts: |é—al=ps, 
使 得 2 含 在 司 环 pj; 过 ;2 一 & |< 之 ps 内 (图 5.1》, 


图 $8.1 


因为 f(s) 在 闭 圆 环 pi 志 |2 一 8 1 所 p32 上 解析 , 由 柯 本 积分 公 
式 有 


ri 6—% 
或 写成 
f(z)= zr Fae 2 Tae. (5.6) 
我 们 将 上 式 中 的 两 个 积分 天 为 含有 2# 一 二 长 正 或 负 ) 攻 次 的 级 
数 ， 


对 于 第 一 个 积分 ， 只 要 照抄 泰 期 定理 4.14 证 明 中 的 相应 部 
分 ， 就 得 


了 (CE ah 
rf {a= Peleo)’, (5.7) 


eu 一 de(n=0,1,2,""*), (5.8) 


(2) 
2 了 
关机 地 ,过 应 (5.6) 式 中 的 第 二 个 入 
rf A 


2n1 
我 们 有 


s 了 中 =. 


当 EET 时 , 
Eo 


三 一 性 


一 i 


5 
于 是 上 式 可 以 展 成 一 致 收敛 的 级 数 
ft) fe) (Se yi 


站 一 下 一 TAN 一 让 


1 4 逐 项 积分 ,再 以 豆 二 乘 两 端 即 得 


1 f(s . 
a ra d= Dy a (5.9) 


四 = ,EE rade(n=1,2,..), 《5.107 
由 (5.6),(5.7)， (5.9) 即 得 


9 


了 (人 一 汪 cn{%— a)" 十 be (Za) 


一 y， cnt2—a)", 


壬 eo 


回 过 头 来 考查 系数 (5.8) 及 (5.10), 由 复 转 线 的 柯 西 积分 定 - 
理 , 对 任意 圆周 六 ,1z 一 6 二 PCr<< Oo< 召 ), 有 
1 42) 了 


= . re 051) 2 > 
0_, = 了 CE 


二 (一 在) nid 
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一 pr 《上 一 Ct rt 人 
和 于 是 勾 煞 可 统一 址 # 这 (5.5)- 
因为 系数 cs 与 我 们 所 取 的 :根本 无 关 , 喜 在 贺 环 豆 内 [5.4) 
成 立 . 
最 后 证 明 展 式 的 唯一 性 ， 设 f(#) 在 略 环 互 内 又 可 展 成 下 式 ， 


f(2)= Desa)", 


加 三 一 中 


由 定理 5.1 知 , 它 在 圆周 站 ,1: 一 4] =p(7 之 P<) 上 一 致 收 全 ,项 
以 沿 厂 上 的 有 界 函数 03 一 上 jarr， 仍 然 一 至 收 伊 , 吉 可 到 项 积分 


f(e) nm 
得 人 Tear ba 人 (一 2 ”CE， 


由 例 3.2 即 知 右 端 级 数 中 % 王 ; 那 一 项 积分 为 2 ri 其 余 各 项 为 
零 ， 于 是 


， f(£) -0 1 
on Bar) Ede, m0, tl) 


ZAE 
与 (5.5) 比 较 , 即 知 cs 二 Cc，(% 一 0, 土 1 ,1), 

定义 5.1 (5.4) 称 为 1(#) 在 点 4 的 罗 朗 展 式 , (5.5) 称 为 其 
轴 朗 系数 ,而 (5. 人 4 右边 的 级 数 由 称 为 罗 期 级 数 ， 

证 明了 界 朗 展 式 的 唯一 性 后 ,我 们 就 可 以 采用 一 些 常 用 的 更 
简便 的 方法 去 求 一 些 初 等 国 数 在 指定 项 环 内 的 罗 朗 展开 式 【 如 例 
5,1 至 例 5.5), 只 有 在 个 别 的 情况 下 , 才 直 接 采 用 公式 (5.5) 求 罗 
雇 系 数 的 方法 ( 如 例 5.6)。 

8， 罗 贿 级 数 与 泰勒 级 数 的 关系 ” 当 已 给 望 数 f(z) 在 点 a 处 解 
析 时 ， 中 心 在 &; 半 径 特 于 由 a 天 的 和 离 的 


Ee a 
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系数 (na= 1 2,…) 痢 等于零。 在 此 情形 下 ,计算 罗 朗 级 数 的 系 
数 公 式 与 泰勒 级 数 的 系数 公式 (积分 形式 ) 无 异 , 所 以 罗 朗 级 数 就 
转化 为 泰勒 级 数 、 因 此 ， 泰 惑 级 数 是 罗 朗 级 数 的 特殊 铺 形 ， 


例 5.1 函数 


1 
由 一 [CE 
在 z 平 面 上 只 有 两 个 奇 点 ;4 二 1 及 * 一 2。 因 此 z 平面 被 分 成 如 下 
三 个 不 相交 的 (2) 的 解析 区 域 ,(1) 加 1z1<1;(2) 圆 环 1 一 |z| 一 
2;:(3) 贺 环 ;2<|z1 < 上 + oo, 试 分 别 在 此 三 全 区 域内 求 f(z) 的 展 
式 . 
和解 首先 将 Fe) 分 解 成 部 分 分 式 


1 1 
(2) 一 


iz| 


(1) 在 夯 1z|<1 内 ， 因 |zi<1<2, 却 | 所 |<1， 利 几 公 式 
(4.10) 得 


_ 1 1 1 、。 
rr 
2 
此 即 了 (z) 在 加 1:|<1 内 的 泰勒 展 式 ， 
(2) 在 贺 环 1<1z1<2 内 , 即 有 | 二 |<1,| 卫 |<1 
1 -全 一 
Tz lz 
Ts de I 
加 2 和 
= 一 人 


= IS2* 


#4， 解析 版 大 器 立 大 点 如 城内 的 多 妆 慑 区 

定义 5.2 如 果 了 (2) 在 点 4 的 某 一 去 心 邻 域 玉 一 {41:0 过 
1z 一 & |< 过 瑟 ( 即 除去 辕 心 6 的 某 略 ) 内 解析 , 点 6 是 了 了 (2) 的 党 点 
{必定 久 2.3), 则 称 8 为 f(z 的 一 个 拆 亲 于 点 . 

注 因 了 (2) 在 玉 一 fq} 内 足音 傅 的 , 故 也 称 4 为 f(z) 的 单 信 
性 筑 立 奇 扣 ! 如 以 后 遇 到 了 (8) 在 下 一 {6} 内 是 多 值 的 , 则 称 0 为 
f(z) 的 多 伞 性 狐 立 奇 点 ; 即 支 点 (上 由于 在 支点 的 邻 域内 函数 能 由 
一 支 变 到 另 一 支 ,故国 数 在 丈 点 邻 堪 内 缺少 单 值 性 ， 因 而 它 以 基 
简单 的 方式 棍 坏 了 沙 束 的 解析 性 ， 办 此 支点 世 是 孙 数 的 奇 点 ，) 
以 后 如 无 特别 声 朋 , 提 到 亚 立 舍 贞 总 指 音 值 性 括 立 苦战 ， 当 汰 ， 吹 
后 也 会 遇 到 非 扳 立 奇 点 . 

如 果 a 为 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 ; 则 必 存 在 正 数 ,使 得 flz) 
在 点 Ge 的 去 心 倒 域 在 一 {a:0< 12z 一 2 过 眉 内 可 形成 多 翔 级 数 ， 


例 5.2 本数 后 s) = = 可 在 z 洗面 肉 只 有 两 个 奇 


点 2 二 1 及 # 二 2， 试 分 则 求 了 62) 在 此 二 点 兴 心 名 威 内 (图 5.2) 的 
罗 关 展 式 ， 
解 (1) 在 (最 大 的 ) 趟 心 邻 域 0 二 |s 一 1 < 之 1 内 


f (7)= 一 一 


* ig3" 


= 一 一 — 2 (2—1)", 
人 R 二 裤 


名 一 ] 


{2) 在 (最 大 的 ) 去 心 邻 域 
0 cz 一 2|[<1 内 


1 1 
f(z)= 222 二 
图 5.? 一 = -D2 


例 5.3 Sa 在 > 平面 上 只 有 党 点 z 一 0, 在 其 去 心 邻 域 0 之 
1zi 之 + co 内 有 罗 朗 展 式 


sinz _ eu (—1)"s2" -12 
3! 


3 nr! 了 


例 5.4 ec+e5 在 2 平 曾 上 只 有 奇 点 2=0, 在 其 去 心 邻 域 
0<1z1<+ ee 内 有 多半 展 式 


本 
L 
ee:+es—=2+ », 


入 | 计 
GE 
™ 


=1 


LE 
| 


1 = 
由 以 上 各 例 已 可 看 出 ,在 求 一 些 初等 函数 的 罗 朗 展 式 时 ,一 般 
并 不 是 按照 公式 (5.5) 去 计算 罗 崩 系数 ,主要 是 利用 已 知 的 竹 级 数 


展 式 去 求 所 需要 的 罗 朗 展 式 ， 下 面 我 们 再 举 两 例 ， 
例 5.5 sinz 一 在 平面 上 只 有 奇 点 z=1, 且 在 去 心 邻 域 


0< 忆 1 一 1[ 导 + oo 内 可 展 成 罗 关 级 数 ， 


: 名  ， 1 
sins £7=sin (1+ 31) 


， 1 。 
二 $l "So 二 COS 1l1:sl 
ile 5 1 Sin =—T 


.rT 1 
一 Slimn TI 


a 1 
ta im "| 


1 
+eosi 5 二 了 -ara ~ 
+ (1) "Tan Ey 和 ， 


os1 sin 1 


sin 1+ 3 1 


Cogs ] 


有 sin 1 
t+ ran 
cos1 
+C—1)" (anlarit"* 


例 5.6 试 证 
ch(z+ 上 二) 一 co+ Do t 2), 
其 中 
co= 寺 全 cosnpeh(2 cosp)dp, | 
证 因 w=z+ 二 在 2 平面 上 只 有 z=0 一 个 奇 点 ， 而 
chw= 地 (e”+ e-”) 
在 名 平 画 上 解析 , 故 ch (z+ 填 ) 在 = 平面 上 也 只 有 一 个 奇 点 := 
那 它 在 去 心 邻 域 0<<1z| 之 +% 内 解析 ， 由 罗 朗 定理 得 


- 写 
这 时 
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区 本 ch(s+ #1) dg 
多 


站 上 一 六 
2 


了 玫 任 意 阅 半 [ zi 二 p 守 0. 
取 p=1, 则 沿 回 辣 ,;# 二 e*,0<gp 志 2 zf, 有 


1 _ _ 

oar) he tor)e dy 
1 228 

-去 ch(2 cosp)cosngdp 


Es ， . 
-zz ch(2 coswp )sinnpadgp. 
命中 二 2 太一 9, 则 可 知 右 边 第 二 个 积分 为 零 。 玖 
Dm 
co= 二 | ch(2 cosp)cosngpagp, 
cy 一 -uk 一 1,2， "ee), 


a ch(a 二) 一 e+ cla" t+ 2-"), 


n= 二 1] 


§ 2, 解析 了 殴 数 的 狐 立 奇 点 


孤立 达 点 是 解析 函数 的 桨 点 中 最 简单 最 重要 的 一 种 类 型 ， 以 
解析 函数 的 罗 朗 形式 为 工具 , 我 们 能 够 在 拔 立 奇 点 的 去 心 邻 霹 内 
充分 研究 一 个 解析 消 数 的 性 质 ， 

1 对 立 奇 点 的 三 种 类 型 已 经 说 过 , 如 5 为 了 (%) 的 扳 立 奇 
点 , 则 矿 4) 在 6 点 的 某 去 心 邻 臧 下 一 {aj 内 可 以 展 成 罗 妆 级 数 


f(2)= 2 es(2—a)", 


机 王 一 哆 


我 们 称 对 co(z 一 a)" 为 1 (2) 在 点 0 的 正则 部 分 ， 而 称 


这 co_,(z 一 a)-" 为 1(s) 在 点 a 的 主要 部 分 , 


驰 一 开 
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定义 5.3 设 8 为 1(?) 的 孤立 奇 点 
《1 如 果 了 (3) 在 点 4 的 主要 部 分 为 零 , 则 称 & 为 f(z) 的 可 雪 
肖 成 ( 见 例 5.3) 
(2) 如果 #(z) 在 点 9 的 主要 部 分 为 有 限 多 项 , 设 为 
下 一 (和 一直 十 s+， 十 


Ch cl 17 
(2 toy" 3 ac- 


称 4 为 了 (sz) 的 如 级 极点 ( 见 例 5.2)。 一 级 极 点 也 称 为 简单 极 


只 


研一 


泛 


(3) 如 有 果 了 (z) 在 点 9 的 主要 部 分 有 无 限 多 项 ， 则 称 4 为 
于 (的 本 考 麻 点 ( 殉 例 5. 4 及 例 5.5)。 

以 下 我 们 分 别 寺 论 三 类 匠 立 奇 点 的 特征 ， 

2. 可 去 奇 点 ”如果 8 为 /2) 的 可 去 奇 点 , 则 有 

f(z2)=eote(2—a)t es—a)+r. 0<|s—al< RB), 
上 上 式 右 边 表 园 天: 12 一 4 之 五 内 的 解析 函数 ， 如 果 命 fa) = 一 co， 
- 则 了 (z) 在 出 太 内 与 一 个 解析 函数 重合 ， 也 就 是 说 , 我 们 将 f(z) 
在 点 4 的 仿 加 以 适当 定义 , 则 点 4 就 是 Jz) 的 解析 点 ， 这 就 是 我 
们 称 5 为 fs) 的 可 去 坷 点 的 由 来 . 


例如 , 当 我 们 约定 2 | =1 时 , 轩 2 在 z=0 就 解析 了 . 


is=0 

定理 5,3 如 果 = 为 了 (z) 的 孤立 奇 点 ， 副 下 列 三 条 件 是 等 价 
和 的 。 因 此 ,它们 中 的 任何 一 条 都 是 可 法 琳 点 的 特征 ， 

(1) 了 (2) 在 点 4 的 主要 部 分 为 堆 ; 

(2) limf (2)=b(700): 

(3) A(z) 在 点 器 的 某 去 心 邻 域 肉 有 界 ， 

证 只 要 证 明 (1) 推 出 (2);(2) 推 出 (3); (3) 推 出 (I) 就 行 了 。 

(1) 推 峙 (2); 由 (1) 知 

f(a)=cot es— oi (0 ls—al<E), 

于 是 limf (2)=c0(F#%). 


*» 1ar* 


《2) 推出 (3); 归 例 1.27。 
(3) 扒 四 (1) 1 设 了 (32) 在 点 & 的 其 去 心 邻 城下 一 Aa} 内 以 天海 : 
界 ， 尖 虑 (2) 在 点 8 的 本 要 部 分 


Cl 十 Cm 十 , Tn 二 
3 一 外 (sg—o)? Ta MG 


6_ 一- 下 ge (n=1,2,3,..'), 


Za rls a) 


而 到 为 信 含 于 天 内 的 加 局 | 一 41=Pp;p 可 以 充分 小 。 于 是 由 


ir fe) 
| eol= | [ET 人 
1 如 
< D2 p= Mp" 


本 条 当 =1,2，， .时 ,ec 一 0 即 是 说 ,2z) 在 点 4 的 主要 部 分 
为 零 

3 席 瓦 尔 兹 (Schwarz) 引 理 ”如 时 函数 了 (2) 在 单位 加 1z| 
<1 肉 解析, 并且 满足 条 件 

fC0)=0,1f (2) | <1 (2|<1), 
则 在 单位 加 |#|<<1 内 人 恒 有 
(foalzl, 
且 有 [fC0) | <1. 
如 果 上 式 等 号 成 立 , 或 在 加 1z| 之 1 内 一 点 so 天 0 处 前 一 式 等 号 成 
立 , 则 ( 当 且 仅 当 ) 
下 (一 es (lz|<1), 


其 中 从 为 一 实 当 数 。 
证 设 
了 (2 一 ciz 十 Casa 二 fID)。 
六 
p(s) = ot eat (20), 
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定义 (站 二 6 二 六 (中, 则 tz) 在 1z| 过 1 内 解析 . 
考虑 (2) 在 单位 贺 |#|<<1 内 性 一 点 *6 处 的 值 , 如果 满足 
条 件 |z6! 二 7 之 1, 根 据 最 大 模 原 理 , 有 


jz0) | a 1ptz) |= max 9 三 二. 
让 7~1 邯 得 
192520| 天 1. 
于 是 1 了”00)1= 8C0) i 所 1, 且 当 so 天 8 时 ,有 
[pn) [= < 1, 
到 [f(z0) | | 


如 果 这 些 关 系 式 中 , 有 一 个 取 等 号 , 这 就 意 味 着 在 单 位 加 
121 过 1 内 的 菏 一 点 260; 模 数 |wtz)| 壕 到 虹 太 值 ,这 内 有 T(z) 三 党 
数 e*t& 为 实数 ) 时 才 可 能 ,此 即 (2) 过 8 5， 

从 所 何 上 看 ， 席 下 尔 兹 引 理 表明 , 任 一 解析 国 数 妈 = 寺 2)， 
了 C0) =0, 当 它 把 单位 回 变 到 一 个 单位 图 内 的 区 域 A 上 去 时 , 圆 内 
任 一 点 550 的 象 都 比 > 本 身 距 举 标 原点 为 近 。 而 如 果 有 一 个 点 
的 象 与 这 个 点 本 身 距 华 标 原点 有 相同 距离 的 话 , 则 A 就 与 单位 加 
三 局 ,变换 就 仅仅 是 一 个 旋转 (图 5.3)。 


5 入 
* 注 ” 席 殉 尔 兹 引 理 有 如下 一 个 简单 改进 ， 
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我 们 保留 假设 条 件 不 变 ， 如 果 原 点 是 函数 f(z) 的 / 纺 堆 点， 
就 可 以 考虑 函数 上 2, 与 刚才 的 情形 -- 样 ,我 们 由 此 可 以 得 到 


Ee 
[f(z) lal’, 


并 县 只 有 当 
1(z) 二 e"z* (a 为 实数 ) 

时 ,等 号 才 成 立 ， 这 样 , 在 这 个 特殊 情形 之 下 , 函数 的 模 就 有 了 一 
个 比 前 夯 公 起 中 更 小 的 界限 。 

4， 被 点 

定理 5.4 如 果 了 (z) 以 点 4 为 继 立 柯 点 , 则 下 列 三 个 条 件 是 
等 价 的 ， 因 此 ,它们 中 的 性向 一 条 都 是 名 级 极点 的 特征 . 

(1) fz) 在 点 4 的 主要 部 分 为 


， C- 
0 


《2) f(z) 在 点 4 的 基 去 心 邻 域内 能 表 成 


443) 
f (2) -eo (5.11) 


其 中 4(2) 在 点 4 邻 域内 解析 , 且 4(a) 天 0 
(3) g (0)= 了 以 a 为 mm 级 零 虎 ( 可 去 奇 点 要 当 作 解析 点 
看 ,只 要 令 g (0) 二 0), 
证 (1) 推出 (2); 堵 (1) 为 真 , 则 在 点 a 的 某 去 心 邻 域内 有 
ci 


_ Cn Ctm-ly ,s,s 
f(z)= (xs— a)™ + Coo) ml + 十 


+eo+ oz + * 


Cmt emts +t A(8) _ 
加 《2 一 4J” . 《2 一 
其 中 4(z) 三 然 在 点 e 的 邻 域 区 解析 , 且 4(o) 一 -nm 天 0， 
(2) 推 出 (3) :车 (2) 为 真 , 则 在 点 “的 某 去 心 邻 域内 有 
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《2 一 G) 


A 
1 1 

其 中 -了 3 在 点 5 的 某 邻 域内 解析 , 且 X05y 天 0 (由 例 1.28)， 因 
此 ,9 为 (2 的 可 去 奇 点 ， 作为 解析 点 来 滑 ， 只 要 令 gn) 二 0, 猎 
就 为 g(t2) 的 m 级 零点 . 

(3) 推 有 01); 如果 g(z) 二 了 J 以 点 4 为 各 级 零点 , 则 在 点 
4 的 某 邻 域内 

El2)={2—0) "p(s) 

( 见 (4.14)) ;其 中 和 解析 , 入 ga) 天 0。 这 样 一 来 


1 
f(t2) = Gy 827 


因 一 一 -在 点 和 某 邻 域内 解析 (由 例 1,38), 如 在 此 邻 域 内 命 


TE 
BE nt em (2—a) tes 
为 其 泰勒 展 式 , 则 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 就 是 
Cm Cmi 0 

(一) i am + Zr). 

下 述 定理 也 能 说 明报 点 的 特征 ,其 缺点 是 不 能 指明 极点 的 
级 ， 
定理 5.5 f(s) 的 狐 立 奇 点 4 为 级 点 的 充 要 条 性 是 

limf (#) = 


证 了 (2) 以 a 为 极点 的 充 要 条 件 是 也 以 a 为 零点 (上 定 


理 之 (3)), 册 此 知 定 理 为 真 ， 
例 5.7 了 苹 数 
， 请 2 二 了 
fs) I i 
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以 z=1 为 -级 极点 ,z 一 一 评 为 二 级 投 点 (由 定 甫 5.4(3))。 
5、 本 性 奇 点 
定理 5.6 (2) 的 孤立 奇 虑 6 为 本 性 奇 点 的 完 要 条 件 是 
b 
limf (2) 天 在 民 数 》 lim f(z) 不 存在 ， 


La 


这 可 出 定理 5.3 之 (2) 及 定理 5.5 得 到 证 本 
定理 5,7 车 z=o 为 js) 之 一 本 性 奇 点 ， 且 在 点 4 的 充分 


小 去 心 邻 域内 不 为 零 , 则 一 4 亦 必 为 5 的 本 性 奇 点 ， 


证 命 p(#) = 也 由 假设 ,2=6 必 为 p(2) 的 孤立 奇 点 


落 s=G 为 g(3 的 可 去 吞 点 ( 解 折 点 ), 则 *=e 必 为 f(z) 的 可 去 
次 点 或 极点 ,此 与 假设 矛盾 ;车 2 一 4 为 p(3) 的 极点 , 则 z=a 必 
为 f(z) 的 可 类 青 点 (零点 ), 灾 与 假设 予 盾 ， 故 z= 二 a 必 为 g(2) 的 
本 性 奇 点 . 

例 5.8 z==0 为 局 的 本 性 奇 点 ， 因 为 


1 1 1 
2 一 1 十 二 十 


2127 Hila 
(0<ls|<+0%) 


由 定理 5.7, 我 们 可 以 断定 z=0 亦 为 0 的 本 性 奇 点 .在 上 
式 中 将 z 改 为 一 z, 也 可 看 出 这 一 点 . 

6。 毕 卡 (Picard) 定 理 

维尔 斯 特 拉 斯 1876 年 给 出 下 面 的 定理 ， 描 述 出 解析 函数 在 
本 性 奇 点 邻 域内 的 特性 

定理 5.8 ”如果 a 为 了 (2) 的 本 性 奇 点 , 则 对 主任 何 常数 4， 
不 管 它 是 有 限 数 还 是 无 穷 ， 都 有 一 个 收 化 于 a 的 点 列 {zn}， 使 得 
lim 7(z) 一 4， 


十 。。。 路 
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- 叉 多 话说 ,在 本 人 性 奇 点 的 无 论 怎样 小 的 去 忌 令 域内, 国 数 于 2 可 

沁 取 任意 接地 于 横 完 给 定 疗 住 何 数 纪 ( 有 限 的 或 丐 穷 的 ). 

证 (1) 在 和 4=% 的 和 情形， 定理 是 正确 的 。 因 为 荡 数 有 (2) 
的 模 在 & 的 任何 类 心 邻 误 内 都 是 无 界 的 。 否则 ，4 必 为 了 (5 的 
可 去 膏 虚 ， 

(2) 现在 设 45<oco . 

可 能 有 这 种 情形 发 人生, 在 点 & 的 任意 小 的 内心 邻 域内 有 这 样 
一 点 z 存在 ， 使 ftz) 一 4， 在 这 种 情形 下 ,定理 已 经 得 证 ， 

因此 ,我 们 可 以 假定 ,在 点 2 的 充 邹 ;小 的 去 心 名 域 政 一 人 9) 内 
f 人 天 4。 这 样 ,由 定理 5.7, 巩 数 


V0) = 
在 站 一 {Qj 内 解 入 ; 且 以 4 为 本 性 奇 点 ( 因 为 (4#) 的 本 性 奇 点 ). 
根 袜 前 面 (1) 息 移 结 时 ,必定 有 一 个 趋向 & 的 点 列 {fz,} 存 在 ,使 得 
limg(#)= %, 


由 此 推出 
limf (21) =4, 
思考 题 试 描 述 这 个 维尔 斯 特 拉 斯 定 莫 的 几何 意 头 ， 
我 们 有 周 下 个 例子 来 说 明 这 个 定理 ， 
例 6.9 了 (z)=sin 过 . 


这 里 原点 是 了 (2) 的 本 性 奇 点 ,事实 上 , 当 :>0 时 ,sin 过 不 


趋 子 任何 (有 限 的 或 无 穷 的 ) 极 限 ， 只 要 考察 2 取 实 数值 就 可 以 发 
- 现 这 一 点 . 
如 时 4= oo， 则 可 设 mu= 二 , 即 于 一 一 各 ,我 们 得 ，2 oo 时 


193。 


， 荆 ， 
Si 一 -= — tshn— oo， 
祝 


现在 设 4 短 o%， 为 了 得 浏 如 维尔 斯 特 拉 斯 定理 中 所 说 的 点 列 
《2 我们 解 方程 


sin 革 一 4 ， 
1 _ :41 ， 了 一 
得 去 =Arcsin4 一 了 La (iA4+ YI—4 ) ， 
于 是 号 ? (k=0, 士 1 


InGArVI A) +2 kai 
i 
InGiA+VI—AY)+2 nr’ 

并 使 及 二 1,2,， ,我 们 得 到 点 列 12s}>0, 并 满足 笨 件 
f(zs)=A4 {R=1,2,r*'). 


洲 取 襄 # 一 


因此 
fimf (zn) =A, 
思考 题 z=0 是 否 为 一 -一 的 本 性 奇 点 ? 


sin 工 
bp 


例 5.10 (= 时 1 
这 里 ,原点 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ，( 见 例 5.8) 


。 设 4=o, 取 za= 元 ， 我 们 有 
f(r) 一 eco( 当 nc 时 )，， 
就 是 说 , 当 4= 了 ,点 列 | 于 | 适合 维尔 斯 特 拉 斯 定理 中 的 论断 - 


现在 设 4=0, 车 令 z 一 一 二 ， 我 们 有 


far) =e >0f( 当 9->co 时 )。 
就 是 说 ,定理 的 论 盯 在 此 情形 也 得 到 证 实 ， 
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最 后 , 设 4 和 关 0,4 夫 ce， 这 里 极 易 由 解 方程 


1 
es 一 峰 


来 取 相应 的 点 ss。 我 们 得 


1_Lnd, 
各 


=- 1 (k= 。.. 
maski 人 一 人 十] 


车 到 


1 
2 InAd +2 nm 
我 们 就 有 收敛 手 零 且 满 是 条 件 f(z,) 二 4 的 点 列 tzn}， 于 大: 
limf (2,)=.4. 


(n=1,2,:+:*), 


在 例 5.9 与 例 5.10 中 ,我 们 看 到 了 ,除了 个 别 的 便 外 (前 货 中 
的 4=o2, 后 便 中 的 和 = 20,4=0), 不 但 有 点 列 {zn} 使 满 是 极限 等 
戏 


limf C2,)=4, 


疗 且 还 有 点 询 {z,} 使 满足 淮 确 等 式 
f(zs) = 有 4 (n=1,2,.**)., 

在 一 般 稍 训 下 ,也 有 类 似 的 结果 下列 定 理 是 毕 卡 1879 年 给 
出 的 ， 

定理 5.9 ( 毕 卡 (大 }) 定 理 ) 如 果 6 为 f(z) 的 本 性 奇 点 , 则 对 
于 每 一 个 4zco ， 除 掉 可 能 一 个 值 4= 4 外 ， 必 有 站 于 & 的 无 
限 点 列 {zn} 使 了 (za 一 入 《ma 一 1 2 

必须 指出 ， 毕 卡 定理 较 之 维尔 斯 特 控 斯 定理 是 更 普 庆 并 且 更 
深刻 了 。 
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毕 卡 还 天 的 方 站 虽然 很 乱 @， 但 却 利用 了 一 种 称 为 梢 圆 米 菌 
数 的 性 质 这 种 较 高 深 的 数学 工具 ， 后 人 虽 有 多 种 沪 近 的 证 由 四 方 
证 ， 但 都 非常 繁复 .本 书展 于 篇 幅 , 不 加 下 明 . 

从 毕 卡 定理 内 发 ,近代 在 这 个 方面 还 有 有 许多 深刻 的 研究 ， 这 
些 都 是 属于 解析 冰 数 的 值 的 分 布 理 论 范围 ， 这 里 就 不 深 入 讨论 
卫 。 


§ 35. 解析 阴 数 在 无 穷 运 点 的 性 质 
定义 5.4 设 梢 数 f(z) 在 无 穷 远 点 (去 心 ) 邻 成 


站 一 {eo】 :+eco 人 137 


内 解析 , 则 称 点 为 (2) 的 一 个 狐 玄 奇 点 
设 点 为 (4) 的 狐 立 奇 点 ,利用 变换 4’=- 上 ,于 是 
vs) = )=7) (5.12) 


在 去 心 依 域 下 一 {9:0< 【1 < 二 (如 7 一 1 规定 二 +eo) 内 解 


新 ，z"=0 就 为 反 2) 之 一 狐 立 奇 点 .我 们 还 看 出 : 
(4) 对 应 于 扩充 3 平面 了 上 无穷 远 点 的 去 心 邻 域 到 一 人 co 有 
扩充 ?平面 上 原点 的 去 心 邻 域 ; 
(2) 在 对 庶 的 点 三 与 z 芋 , 鸭 敏 了 (2 与 os 的 值 相等 ; 
《3) lmFs) 一 timoets 或 两 个 极限 都 不 存在 。 


Em EE 
从 这 里 ,我 们 很 自然 地 根据 ws 在 床 点 的 状态 来 规定 函数 
(2) 在 光 穷 远 点 的 状态 。 节 有 


全” 证明 可 天 着 Copsen; Thegry of Tunvtions oF a Complex Variabjle 《全 < 
ford，1935) 第 十 政 章 ， #15.5， 

地 普 午 开 说 夫 著 贷 变 函数 引 论 (中 译本 ， 高 千 教 育 出 版 社 )， 第 八 童 间 4 战 有 真 特 
共 (Sehottky) 的 证 明 ， 
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定义 5.5 洲 z=0 为 g(z/) 的 可 去 奇 点 (解析 点 )、 mm 级 极 
点 或 本 性 奇 点 ， 则 我 们 相应 地 称 z = oo 为 了 (2) 的 可 去 奇 点 (解析 
点 )、mm 纺 极 点 或 本 性 奇 点 ， 


设 在 去 心 邻 域 下 ~-{03， 0<1s1 < 二 内 将 g(e/) 展 成 罗 六 级 


数 ， 号 
Pp(2)= 2 002 
令 2 一 村 ,并 根据 (5.12)，, 则 有 
f(z)= bp bas (5.13) 


其 中 一 C-n( 太 二 0， 31, "+). 
【5.13) 为 f(z) 在 无 穷 远 点 去 心 邻 域 和 N 一 {oo}， 0 委 * 所 | 一 
+oo 内 的 罗 朗 展 式 ， 对 应 P(z 人 在 zs/=0 的 主要 部分， 我 们 称 


yb, #9 为 (2) 在 z 二 %% 的 主要 部 分 . 


A 
二 


和 帕 上 述 害 义 及 人 性质 (1),(2),(3) 等 ,我 们 易 得 

定理 5.3 (对 应 于 定理 5.3)f (2) 的 御 立 背 虚 4 二 0% 为 可 去 
奇 点 的 充 要 条 件 是 下 列 三 条 中 的 任何 一 条 成 立 : 

01) 了 (2) 在 z= o% 的 主要 部 分 为 零 ， 

(2) Hmf (2) = ); 


《37 (在 3 一 oo 的 某 去 心 邻 域 一 {coy 内 有 界 ， 
定理 5.4 《对 应 于 定理 5.4) (2) 的 扳 立 奇 点 ?一 oo 为 组 
级 极点 的 充 要 条 件 是 下 列 三 条 中 的 任何 一 条 成 立 
(1 了 (2) 在 2 二 % 的 主要 部 分 为 
Bs toa tre t+ bns™ (bmnFe0)s 
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《2》 了 (z) 在 5 一 避 的 其 去 心 邻 域 克 一 人 ce 内 能 玫 成 
f (2)=2" "p(t2), (86,11)° 
其 中 x(#) 在 3 二 % 的 分 域 玉 内 解析 ,县 x(%) 才 0，; 


(3) (2)= 了 J 以 2=0 为 入 级 零点 (只 要 令 8(%) 二 0)， 


例 5.11 由 f(s)= -Tt 一 兴 在 2<1z|<+m 内 的 罗 


朗 展 式 ( 见 例 5.1(3))， 知 它 以 z 二 0% 为 可 去 奇 点 ,并 且 作 为 解析 点 
米 看 是 二 级 零点 (只 要 让 六 co ) 一 全 ， 


及 8 (2) = Fs =t8—1)(2—2) 


0 
以 z= oo 为 二 级 极 点。 这 里 
p62)=(1— 12), no)=170. 


定理 5.5'( 对 应 于 定理 5.5) ”了 (z) 的 屠 立 奇 点 % 为 极 点 的 
充 让 条件 是 limf (2) 一 co。 


定理 5.6 人 对 应 于 定理 5.6) f(z) 的 弧 立 奇 点 m 为 本 性 奇 
点 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 中 的 任何 一 条 成 并 : 

(1) 了 (z) 在 z==% 的 主要 部 分 有 无 穷 多 项 正 适 不 等 于 零 ; 

《2) Himf (za) 不 存在 (部 当 = 趋向 于 %% 时 ，f(#) 不 趋向 于 任 


何 ( 育 限 或 无 穷 } 极 限 ). 
注 定理 5,.7、5.8 及 5.,9 对 z=co 是 六 拉 的 本 性 奇 点 也 真 ， 
下 面 我 们 再 举 几 个 其 他 类 型 的 例子 . 


例 5.12 将 多 值 解析 函数 Ln 了 一下 的 各 分 支 在 无穷 远 点 的 
基 去 心 旬 域 内 展 成 罗 庆 级 数 ， 
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解 无 穷 远 点 不 是 


安村 


Ln os 


的 支点 ， 故 能 在 点 o 的 邻 域 13| >>max{f|ajl ,za 和 内 分 出 单 值 解 析 
分 支 ， 且 在 此 去 心 邻 域内 ,各 支 均 能 展 成 罗 计 级 数 . 现在 第 记 支 


a 

1 一 一 

in 一 4_ -in < 
一 百 1_ 

8 


=In(1-£) —in(1 一 二)+2kni, 
其 中 in(1 一 上 ) 及 In (1 一 也 ) 均 表 主 值 支 ， 由 (4.12) 即 得 


Cn 
ln = 2k 于 世人) + 工 1( 台 ) 


ni 
=2krit To 二 -二 (有一 0 士 1， 士 2。 


例 5.13 在 点 * 王 2 的 去 心 邻 式 册 将 医 数 


fs) 一 ez 


展 成 罗 朗 级 数 . 
解 令 2 二, 则 得 
i 1 
而 点 <=0 是 此 函数 的 解析 点 ， 将 此 函数 简 记 为 (5), 襄 得 
PE) = ee 


1 


"(ee 四 Ke + 
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等 等 ， 于 是 2(0)= 一 ep 人 0 一 一 2e,22(0) 一 138 等 等 。 
内 此 得 人 ED) 一 ef(T 一 2 十 6 十: )。 


所 以 
和 (2<|zl<+%), 
这 里 3s 二 oe 是 (3) 的 可 去 青 点 ,如 令 jw}=e, 则 化 为 解析 点 


例 5.14 冰 二 本 数 四 了 D 抽 亲 点 (包括 无 兴 和 点 ) 并 侈 定 共 
类 别 ， 


tgts—1) sintz—1) 
例 - 3 一 1 (8 一 Ticosfg 一 T) 
二 1 为 可 去 亲 息 ;2 一 1 二 Lr 二 0, 土 1,… 为 一 级 家 点 ， 


2 二 0 为 这 些 极点 的 诊 感 ,是 个 非 弧 立 奇 点 ， 
例 5.15 问 函 数 sec 一 二 -在 z= 工 的 去 心 邻 域内 能 否 展 江 为 


罗 庚 级 数 , 
解 ” 因 #=1 为 前 数 


的 非 狐 立 奇 点。( 注意 :secz 革 的 奇 点 除 :=1 外 ,还 有 奇 点 
trl R=0, 1, 2 
( ki) 
| 为 聚 点 , ) 帮 此 函数 在 sz 一 1 的 去 心 邻 域内 不 能 展开 为 罗 良 


级 数 ， 
例 5.16 车 f(z) 在 0<|s 一 a] 之 有 内 解析 , 且 不 恒 为 零 ! 又 
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著 了 (4) 有 一 列 革 于 6 但 却 以 4 为 娶 点 的 零点 ， 试 证 4 必 为 了 (2) 
证 z=4 必定 了 (2#) 的 也 立 坷 点 且 不 能 古 可 去 奇 点 ， 否 巾 
(2) 于 jz 一 a[| 过 耳 内 解析 ( 令 f(a) = 站 且 以 a 为 非 詹 站 的 零点 . 
由 推论 4.19 必 有 f(z) 便 为 零 , 这 与 假设 升 盾 ， | 
其 次 ,zs 一 6 也 不 能 是 (#5) 的 极点 ， 否则 , 对 任 给 弄 半 0, 有 
5>0, 使 当 04<|z 一 a1<6 时 ,| 了 (2)] 沁 姥 。 好 与 假设 六 盾 ， 
故 5 一 4 必 为 所 5 的 本 性 奇 点 . 


8 4. 整 函 数 与 亚 纯 水 数 的 概念 


根据 解析 冰 数 的 孤立 奇 点 特征 ， 便 可 以 区 分 出 两 种 最 简单 的 
解析 函数 族 ， 
1. 整 租 数 ”在 第 三 章 我 们 已 经 定义 过 ,在 整个 z 平面 上 解析 
航 函数 f(z) 称 为 整 冰 数 . 
设 f(z) 为 一 整 落 数 , 风 2 只 以 = 一 后 为 狐 立 奇 点 ， 且 可 该 
下 (划一 2Ca2 OSIsl<+o), 《6.14) 
如 二 由 


于 是 显然 有 

定理 5.19 车 了 (2) 为 一 整 函 数 , 则 

(1) 2 一 o 为 六 2 的 可 去 奇 点 的 充 要 条 件 为 :7 二 溃 数 co， 

(2) zs 二 为 f(3) 的 mn 级 极点 的 充 要 条 件 为 , f(z) 是 一 个 所 
次 多 项 式 toc12 二 -+0nz™(0n 二 0)， 

(3) s 二 吕 为 f(s) 的 本 性 琳 点 的 充 变 条 件 为 , 展 式 (5.14) 有 
无 穷 多 个 cs 不 等 于 零 . (我 们 称 这 样 的 f(z) 为 超越 整 函 数 、) 

由 此 可 见 ， 整 阔 数 族 按 唯一 奇 点 * 一 ce 的 不 同类 型 而 被 分 成 
了 三 类 中. 

例如 ,e”,sin 5 及 cos z 都 是 超越 整 孙 数 ， 


中 常数 也 可 看 作 字 项 式 的 特例 ， 


a Qi *: 


2。 亚 纯 函 数 

定义 5.6 在 = 乎 面 上 只 极点 外 无 其 他 类 型 奇 点 的 革 值 解析 
函数 称 为 亚 印 函数， 

亚 纯 函 数 族 是 较 整 函数 谈 更 一 般 的 函数 族 . 

定理 5.11 一 函数 了 (2) 为 有 理 函 数 的 充 要 条 件 为 :f(#) 在 扩 
充 :平面 上 除 极 点 外 没有 其 他 类 型 的 奇 点 

证 必要 性 ” 设 有 理 函 数 

f(z) = 如 

其 中 P(z) 与 Q(z) 分 别 为 :的 mn 次 与 # 次 多 项 式 , 且 人 彼此 互 质 . 则 

(1) 当 m>>n 时 ,4 二 co 必 为 1(z) 的 w 一 级 极点 

(2) 当 轴 <% 时 ,= co 必 为 f(z) 的 可 去 奇 点 ,只 要 时 

fco)=1im- 可 Sa 一 oo 就 是 f(z) 的 解析 点 

(3) Q(z) 的 零点 必 为 1(2) 的 极点 ， 

充分 性 车 了 (2) 在 扩充 z 平面 上 除 拉 点 外 无 其 他 类 型 的 奇 
点 , 则 这 些 极点 的 个 数 只 能 是 有 限 个 。 因 昔 不 然 , 这 些 极点 在 扩充 
z 平 面 上 的 聚 点 就 是 7(z) 的 非 孤 立 奇 点， 与 假设 矛盾 . 

令 命 Lz) 在 2 平面 上 的 极点 为 zl.zs……… za， 其 级 分 别 为 1 
A Ans 则 眼 数 

g(2)=(2—a) "(sa) (as 一 ai 了 (5 

性 多 以 := co 为 极点 ,而 在 = 平面 上 解析 ， 故 8(2) 必 为 一 多 项 式 
(或 常数 )y 即 必 f(z) 为 有 理 函 数 ， 

由 此 可 见 ， 每 一 有 理 函 数 都 是 亚 纯 函数 . 

定义 5.7 ” 非 有 理 函 数 的 亚 纯 函 数 称 为 超越 亚 纯 函 数 . 


例 5.17 一 二 二 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 , 因为 它 有 无 穷 多 个 极 


及 : 


z=2Rai(R=0, tI1, 土 2,.**), 
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其 察 点 < 二 co 是 一 个 非 孤立 痊 点 , 故此 函数 不 可 能 是 一 有 理 揽 数 ， 

整 函数 也 看 成 是 亚 纯 函数 的 一 种 特 就 . 

注 可 去 奇 点 汪 然 可 以 除去 后 成 为 解析 点 , 所 以 在 定义 及 定 
理 的 条 件 中 ， 一 般 都 不 提 到 它 。 

* 例 5.18 试 证 ，f(z) 是 单 时 整 函数 的 充 要 条 体 为 
了 (2 一 48 十 五 【az0)。 

证 这 分 性 ”由 于 函数 

w=f(#)=02+b (us0) 


及 其 反 函 数 
2 二 1 Cw —b) 


[#9 
都 是 单 值 整 函数 (一 次 多 项 式 )， 所 以 
f(z2)=a3+b (qa) 
是 单 叶 整 函数 ， . 
必要 性 ” 设 1(2) 是 单 叶 整 用 数 ， 由 定理 5.10， 整 函数 分 三 
此 
(1) f(z2) 为 常数 ,这 与 单 叶 性 假设 矛盾， 
(2) 了 (#3) 为 超越 整 函数 ， 
f(z)=cot cz es ty 
(0 |s]<+o0) 
它 和 多 唯一 奇 虑 是 本 性 奇 点 z= 二 %。 再 由 毕 卡 大 定理 , 对 每 个 4 
co ,内 掉 可 能 一 个 优 4= 4 外 ,， 必 有 趋 于 o 的 无 限 点 列 {2，} 使 
fz) 一 4(28 一 1,2,*……)。 这 也 与 了 (2) 的 单 叶 福 假设 芥 盾 ; 
(3) 了 (2) 为 一 多 项 式 ， 
f(z2)=ent cst :+ + Ens (Cn), 
对 每 个 4 尖 %, 由 代数 学 基本 定理 , f(z) 二 4 必 有 且 只 有 名 个 报 
(是 几 重 根 就 算 作 几 个 根 )。 和 但 由 了 (#) 的 单 叶 性 假设 , 必 有 2 一 1. 
邵 必 有 
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. flz)=eotes (cE0). 
妃 可 写成 T(z)=azst+b (aK0). 


*§ 5， 平 画 向 量 场 一 一 解析 函数 的 应 用 (二 ) 


1、 奇 点 的 流体 力学 讲义 ”在 第 三 章 8 5 中 已 经 知道 ,流体 在 
区 域 忆 内 作 无 源 、 遍 的 无 旋 流 动 时 ,对 应 复 势 了 (xz) 是 DD 内 的 解析 
通 煞 (可 能 是 多 值 的)， 现 在 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 某 些 奇 点 具有 
的 流体 力学 意义 ， 


例 5.19 考查 复 势 为 f(z)= ln z 的 流动 (N 为 非特 实 
数 )， 
解 我 们 知道 f(z) =- 芝 :lnz 对 应 的 流动 在 0<1zl<+o 


内 是 无 源 . 漏 的 并 且 是 无 旋 的 。 现 在 我 们 来 看 看 原 点 及 co( 作 为 
lnz 的 支点 ) 有 什么 性 质 ， 
令 z=re”, 易 知 其 势 函 数 及 流 函 数 分 别 为 
P70) = lnr, pr,0) = 0. 


为 了 确定 原点 ,% 及 久 的 物理 意义 ,考查 沿 加 周 Cr 一 常数 的 
环 量 及 流量 ， 


TotiNo={ fdz= 立 人 < =iN. 


故 忆 。 一 0, No= 玉 ， 即 对 于 任意 的 同心 图 周一 常数， 均 有 相同 
的 流量 流 过 ， 这 恰好 说 明 , 每 单位 时 间 内 有 | 这样 多 的 流量 自 
原点 渗 出 (六 >>0) 到 点 co 汕 掉 或 自 点 o 狂 出 (入 <0) 到 原点 漏 掉 . 
荐 原点 就 是 一 涛 (>0) 或 漏 (<0)。 对 应 的 ,co 就算 作 一 个 泌 
《 玉 >>0) 或 源 ( 玉 <0)。 而 称 | | 为 源 ( 测 ) 强 (图 5.4). 

故 势 线 是 同心 加 周 7 = 常数, 流 线 是 过 诛 点 的 射线 9 一 常数 ， 


和 20 和 


_N 


EET 


以 z=0 为 一 级 极点 ,以 = om 为 一 级 零点 (只 要 令 b(oo) 一 0)。 
例 5.20 考查 复 势 f(z) = 过 的 流动 情况 ， 


上 且 此 流动 的 复 速 度 如 (31= 了 (2) = 


解 ”我 们 首先 指出 ， 二 以 z 一 0 为 一 级 极点 ,以 2 二 % 为 可 去 


奇 虚 ( 一 级 零点 ,只 要 令 几 oo)=0, 它 在 0< 12| 雪 +e 内 是 无 源 
漏 ) 科 且 是 无 旋 的 . 
其 次 ,容易 算得 势 且 数 及 流 函 数 分别 为 
PT Y) = Br (ey) = Br 
赦 势 线 及 流 线 是 经 过 原点 , 且 互 为 正 交 的 圆周 (图 5.5)， 
设 忆 是 不 过 原点 但 包 国 原点 的 转 线 , 则 


TotiNo={ Pa)as 


这 种 流动 ， 可 以 想象 为 在 原点 处 有 充分 多 的 流体 以 无 限 大 的 


速度 涌 出 ,同时 又 以 无 限 大 的 速度 被 漏 掉 。 原点 称 为 重 源 或 称 为 
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偶 极 子 ， 它 是 强 庶 和 同 的 一 个 源 及 一 个 汤 无 限 接 近 而 它们 的 强 惟 
无 县 增 大 时 的 极限 情形 . . 

2&， 在 电场 中 的 应 用 举例 ”在 平面 电场 中 , 电 通 旬 和 电位 ?% 都 
是 调和 函数 , 即 它们 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,而且 电 为 线 〔 相 当 于 势 
线 )p 二 所 和 等 位 线 (相当 于 流 线 )$=&s 互相 正 变 。 这 圳 性 质 正好 
和 一 个 解析 函数 欧 实 部 和 路 部 所 
其 有 的 性 质 牛 符 合 ， 固 些 ， 在 研 
究 平 面 电 场 时 , 常 将 电场 的 电 通 
一 中 (相当 于 势 函 数 ) 和 电位 % (相当 
子 流 敬 数 ) 分 别 看 作 一 个 解析 医 
数 的 实 部 和 虚 部 ， 而 将 它们 合 为 
一 个 解 桥 汶 数 进行 研究 。 这 种 由 
屯 通 作 实 部 ， 电 位 作 旭 部 组 成 的 


开打 一 加 (入 Tiptr,y) 

称 为 电场 的 复 电位 (相当 于 复 势 )， 

如 轩 不 是 利 几 解析 范 数 作为 研究 电场 的 工具 ， 则 征 究 电场 的 
咏 通 和 电位 基 缴 立 进 行 的 ,看 不 出 它们 之 间 的 联系 ,在 研究 过 程 由 
也 无 一 定 的 方 让 可 御 ， 如 果 使 用 解析 乓 数 ,出 这些 矶 点 都 可 克服 ， 
而 且 计 算 起 米 亦 较 简 半 ， 反 过 来 ， 如 果 知 道 了 一 个 平面 电场 的 复 
电位 , 则 通过 对 复 电 位 的 实 部 和 虚 部 的 研究 , 便 可 得 出 电场 的 分 布 
情况 ， 1 
注 薪 电 场 的 势 函 数 一 定 是 单 值 函数 . 
例 5.21 已 知 一 电场 的 电力 线 方程 为 


多 Y¥ 
arcte arc tg = kl, 


国 6 


试 求 其 等 位 线 方程 和 复 电 位 ， 
解 ” 设 复 电 位 f(z)=P+ 座 , 则 
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Play)= arc tg pe ~ 5 —arc tgs 5 
根据 C.-R. 条 件 ， 
四 ,二 一 J 于 


Pr to yr try 
两 边 对 了 积分 ,得 
Ed Y 
Pw,y)= (roby wrt) y? Jay 。 
= in[(w—b) + y2]—BInL (s+b): + y] +A), 
又 节 : 一 一色) 


bb 
于 + A CL), 


几 十 而 tb 
Pr rt ty Cb) ry 


故 A(x) 一 9, 即 Cz) 一 入 为 一 常数 ， 于 是 得 等 位 线 方程 为 
Ine—6) +] — ln (wtb) ty +A 


i 
或 ln rh (Ro= Al——A), 
复 电位 为 


于 Y 
f(a)=(are te 六 二 a tps) 


， Cob) +y: 
tiny rior yr 
一 。 二 一 下 
或 f(a) =iln (2 于 人 小 


这 是 双 曲 线 传 输 线 所 产生 的 电场 (图 5,.6)。 了 (2) 欧 支 点 一 及 
+ 已 就 是 这 个 电场 的 正 , 负 电荷 位 置 ， 
通过 上 面 的 讨论 ,我 们 知道 ,利用 解析 国 数 对 电场 进行 研究 是 
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好 


十 分 理想 的 , 客 可 将 对 电场 的 电位 和 电 通 的 研究 联系 起 来 ,克服 了 
分 别 研究 的 复杂 手续 ， 而 且 使 间 题 得 到 了 简化 。 但 找 出 这 样 的 解 
析 函 数 是 极 不 容易 的 。 因 此 ,一 般 是 将 问题 反 转 过 来 ,不 是 根据 电 ， 
场 去 投 解 析 函 数 ,而 是 和 洗 研究 一 些 不 同 的 解析 和 函 数 , 找 出 它们 所 洪 
示 的 电场 图 形 , 再 由 这 些 电场 的 图 形 ,推出 带电 导体 的 形状 ， 如 此 
积 黑 了 一 些 志 场 图 形 与 解析 函数 之 间 的 美 系 ， 再 由 这 些 已 各 的 关 
系 , 推 则 新 电场 的 复 电位 函数 .即使 更 有 导体 的 形状 为 已 知 的 关系 
所 不 具备 ,也 可 选用 近似 的 形状 ,把 所 得 的 解析 函数 用 于 现 有 的 情 
况 , 较 无 根据 的 猜测 ,总 要 好 些 ， 下 面 就 介绍 一 个 由 解析 阔 数 育 表 。 
示 的 电场 ， 


例 5.22 求 由 了 (2z)= 红 所 表 的 电场 ， 
解 设 f(z}=w+ 记 ， 


出 (ui+iv)?=w iy. 
琉 MV OY 
解 两 式 得 


各 一 4 让 2 一 全) 
或 yd v2+ wr). 
令 4 二, 得 电力 线 方 程 为 
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=4kI(kRt—%), 
部 y= 一 2 09(x 一 0)( 这 里 p=2 有 ,0= 有 和 )， 
这 是 抛物 线 . 
令 b=R2, 得 等 位 线 方程 为 
y+ 


期 y=2 p(w +8){ 这 里 p 二 2 hi,a= 有), 
这 也 是 抛物 线 . 
第 五 章 习 是 
《一 ) 


1。 竹 下列 各 通 数 在 指定 网 环 内 展 为 罗 朗 级 数 。 
(0 eisai <+o. 


1 > 
短 ， 1) = 一 让 一 4s (0<lzl<1) 
1 ~“ 1 .), . 
2 3 了 fclzi 二 oo)。 - 
| 
2 一 2 5 十 


{2) Ta lls, 
答 ， 原 式 =22《 一 1 二 -一 也 让 


(2) Baty ll, ,只 要 含 二 到 2 各 项 ， 


了 二 十 1 


i 
答 ， 原 式 = 二 十 1 Ft 


2。 特 下 列 各 消 数 在 指定 点 的 去 心 邹 域 内 展 成 罗 朗 级 数 ， 并 指出 其 收 伐 
范围， 


1 
{1) C1 i 


"289 


营 ， 原 江 = 守 ( 一 D "ntD -5 <Ie-il<2), 


1 
(2) zzesy2 一 0 用 8 一 oo 


答 : 2 习 1 00151 < 十 ce) 


得 二 一 匀 


mn 1 
管 : eo TI (Oli 
本 名 1 国 
e+) 
8 试 省 


sin| (2 + 二 =e+ Een"ter"), 0<lsl< 二 oe 


其 中 为 与 # 无 基 的 实 参 数 ， 
co= 友 人 sn t cos 8)cos nodd , 
{% D1,2,".), 
4 ， 求 出 下 列国 数 的 否 点 ;并 确定 它们 的 类 别 ( 对 于 极点 ， 要 指出 它们 的 
级 ), 对 于 无 穷 运 点 也 守 加 以 讨论 。 


2 一 + 
£1) ZA 
答 : z 二 0 海 一 级 枪 点 ,x 二 十 2 i 汶 二 级 极点 ,% 二 0 为 避 去 亲 屿 。 


1 
sinzt eos 2s” 


答 ， = 一 工 (一 0; 土 1 ) 备 为 一 级 极点 ,5 一 “为 非 弧 立 奇 点 。 


二 一 如 


笃 : z 二 (2 RT1) ri(k=0, 士 1， ”入 各 为 一 级 级 点 ， zs 二 co 为 非 狐 立 堂 


十 如 


答 ，2 一 士 22(1 一 从 各 为 三 级 极点,2 二 oo 为 可 去 奇 点 ， 


《5) tg 2, 
答 ， 儿 =(% + 到 )z (于 0) 十 1.) 各 为 二 级 极点 ,sz 一 eo 为 韭 孤立 


1 
(8) cossii: 


短 : 5 一 -为 本 性 许 点 ,2 一 如 为 可 去 奇 点 。 


” 1—cos3 
《7 一 人 
答 ，z==0 为 可 去 奇 点 ;5 一 co 为 本 性 奇 点 。 
1 
8) + 一 1。 


答 ， z 二 2 RxritkR 二 0, 士 ]， "" "各 为 一 级 和 概 点 ,z 二 ce 为 赣 扳 这 和 柯 点 ， 
5， 下 列 函 数 在 指定 点 的 去 心 邻 域 内 能 再 展 为 罗 刘 级 数 ， 


(C1)ecos 3-,3=0;(2) co ,2—003 


] 
C3) 了 2 Dtd) ctg #,4= Oo, 
Sin 


营 ，f1) 能 :327 能 :3) 否 以 4 知 ， 

6. f(z) [分别 以 3 一 各 汐 琴 级 报 点 及 部 级 要 点 。 试问 3 一 和 为 扰动 
(Cz) fz) gta) 及 fz) /etz) 的 什么 点 ? 

7， 设 了 (z) 不 恒 为 零 且 以 z= 二 a 为 解析 点 或 极点 ;而 wt2) 以 2 二 a 为 本 性 


奇 点 ; 试 证 z 二 ga 是 g(t#) 土 H(z) ygp(2) f(z) 及 plz) 1 了 Cz) 的 本 手 膏 点 。 


8， 判 定 下 列 函 数 的 奇 点 及 其 类 别 ( 包 括 光 穷 远 点 ). 
1 1 


GD Bi 
答 ， 3 二 0 为 可 走 奇 点 弛 一 2 AE (一 十 1 十 2 各 为 一 级 极点 ? 
zx 一 co 为 非 狐 立 奇 点 。 


+ 2]1" 


{2) et, 


答 ， z 二 0 及 4 二 o90 为 不 性 奇 虑 。 
(3) sin 二 十 去 。 
答 ，z=0 为 本 人 性 阁 点 1z 一 co 为 一 级 堆 点 (可 去 洛 点 )。 


1 
(4) 8 COs 


答 ， 8 二 0 及 5 一 co 为 本 人 性 奇 点 ， 


了 
e*—1" 
管 : 2 二 1 为 本 性 奇 点 ;z 一 2 Rx (R 一 0 十 1, 士 ?3 ) 各 为 一 级 航 点 ; 
5 一 ce 为 非 孤 立 奇 点 。 
9， 试 证 ， 在 扩 光 z 平面 上 解析 的 落 数 并 2) 必 为 常数 ( 刘 维 尔 定理 ). 
10。， 刘 维尔 定理 的 几何 意 交 是 “非常 数 整 邱 数 的 值 市 能 全 含 于 一 圆 之 
内 ”, 试 证 明 ， 非 常数 整 函数 的 值 不 能 全 含 于 一 加 之 四。 


11， 设 惫 级 数 J(z) 二 Daa 所 表示 的 和 函数 打 z) 在 其 收藏 圆周 上 只 有 


全 


D3 
+l 


唯一 的 一 级 极点 zs。 试 证 。22->zos 因而 -1zo] 《las1 一 ?是 收敛 半 


径 )。 
(二 ) 


T， 下 列 多 倡 函 数 在 指定 点 的 去 心 邻 域内 能 和 否 有 分 支 可 展 成 加 朗 级 数 . 
(1) Vs, 2 二 0 
(2) VW a(2—2) , 2=1s 


， -一 _ 
(3) Y (2—1)(s—2) 1 2 


(4) Ln 


中 一 oO 
z—1’ L 


(zs—1)}(z—3) 


9) Tn 2) D “7 


"212" 


答 : (1 否 : (2) 能 (3)》 否 ，， 
(全 吾 ; 《5) 能 ， 
2， 冰 数 


-1 _ 
fa)= z(s—1)* 


在 # =1 处 有 一 个 二 级 极点 ;这 个 函数 又 有 下 剂 罗 关 展 式 ， 
1 1 1 1 
Za) a1 {ei1} 
(Cg 一 Tco) 
于 是 就 说 *s =1 又 是 了 C2) 的 本 姓 甫 点"。 这 个 说 突 对 吗 ? 
3， 设 静 数 天 如 在 点 5# 解析; 试 证 阴 数 
fz)—f Ca) 、 
{2) = Ek 20 
To) 4g 二 让 
在 虚实 出 解 折 。 
4. 设 基 5 为 整 函数 , 试 证 
hn 
(az 一 1 如 0 
天 (人 0) ， 放 二 个 


也 是 一 个 些 陪 数 ， 
5， 试 证 , 若 a 为 作 z) 的 单 秆 栓 改 立 奇 点 ， 则 & 为 玉 习 的 癌 级 极点 的 这 
要 条 件 是 
limkz 一 4) "f(z) =at(F0, 0) 
其 中 如 是 正 整 数 ， 
6. 营 4a 为 所 z) 的 单 值 性 克 立 奇 点 ，(z 一 6)*(z) (4 为 正 整 数 )》 在 点 4 
的 去 心 邻 域内 有 界 ， 试 证 ，& 是 了 #3) 的 不 高 于 衣 级 的 极点 或 可 去 奇 点 ， 


7. 考查 函数 
fein( - 7) 
Sn 


的 奇 点 类 型 1 
8. 试 汪 ， 在 扩 完 x 平面 上 只 有 一 个 一 级 极点 的 解析 函数 (x) 池 有 如 下 


* 3。 


形式 


六) 一 -4 二 ad 一 8 天 0。 


9.《 含 点 吧 的 区 域 的 柯 西 积分 定理 ) 设 如 是 一 条 围 线 ， 区 域 五 是 如 的 外 
部 ( 含 点 05),f(z) 在 加 内 解析 且 连 续 到 ;又 设 


lim f(z)=00F00, 


划 


1 人 Faas 一 一 6-:s 


2 了 
这 里 6, 及 6-1 是 f(z) 在 无 穷 远 点 去 心 邻 域内 的 罗 朗 形式 的 系数 。 试 证 之 。 
提示 : 设 且 充分 大 ,使 及 其 内 部 全 含 于 辐 周 厂 ，1s| = 五 的 内 部 《图 
5.8)， 其 次 ,证明 


1 
CE 一 一心- 


再 应 用 复 围 线 的 柯 西 积分 定理 ,就 会 得 证 . 


图 5.8 图 5.9 . 


10. 《 含 点 co 的 区 域 的 各 西 积分 公式 ) 假 设 条 件 同 前 是 , 则 
1 HO ge ={1 end 
2 i GC- 62 0—f(o0),sED 
这 里 07 表示 的 方向 , 含 点 0 的 区 域 巴 恰 在 一 人 澡 它 前 进 的 左 方 ， 
提示 ， 价 如 就 定点 zED 来 说, 以 3 为 心 作 和 充分 大 贺 周 厂 ,， 使 避 及 其 内 
部 全 含 于 古 , 内 部 { 如 图 5,9)， 工 二 厂 : 十 07 构成 一 复 转 线 。 则 应 用 有 界 区 
域 的 柯 西 积分 公式 


214.* 


本 


2 工 占 一 吕 
稍 进 一 步 角 所 的 在 兰 二 全 一 ?| 雪村 5 内 的 鸭 朗 展 式 可 中 证明 
1 HE) dt=f(c0), 


2 ri 一 
11， 应 用 上 上 题 公式 计算 积分 
1 


二 和 

2 tscog (222 d)(a—f)r (2— 082—100) “ 
管 ; 1 -7 
ll C00—2k) 


1 
9811" 


注 第 9.10 两 题 中 的 区 域 刀 和 边界 0 可 民 以 更 一 般 的 形式 ， 设 也 是 扩 
完 :平面 上 也 含 点 oo 的 区 域 , 其 边界 嫌 由 有 限 条 五 不 包含 且 瑟 不 相交 的 围 线 
Cpr Cn 组成, 即 

三 一 如 十 Ca 十 二 

12， 设 解析 函数 所 妇 在 扩充 平面 上 只 有 孤立 将 点 ， 则 奇 点 的 个 数 必 为 
有 限 个 。 试 证 之 。 

13， 求 在 扩充 平面 上 只 有 % 个 一 级 极点 的 解析 函数 的 一 般 形式 ， 

14. 设 (1)C 是 一 条 围 线 ,f(z) 在 QC 的 内 部 除 可 能 有 极点 外 是 解析 的 ， 且 
连续 到 0， 

{2) fa) 沿 忆 不 为 雪 ， 
则 ( 试 证 )f(z) 在 0 的 内 部 至 多 只 有 有 限 个 竺 点 和 极点 ， 

15. 罕 席 瓦尔 益 引 旦 的 银 设 条 件 下 ,如 果 原 点 是 儿 ) 的 4 重 办 点 ， 求 证 

| | 

要 起 这 里 的 等 号 成 立 ,必需 f(z) 一 e'"a*(a 为 实数 )。 

16， 敬 天 2) 在 图 | 中 < 下 内 解析 ， 0)=0，|f(21 才 凡 过 二 oo0， 则 (1 


IF)1 私营 la ,1z1 <R;(2) 者 在 网 内 有 一 点 z(0<1z1<R) 使 
fF)[= 垄 1al， 
该 有 4) 一 束 crre 《< 为 实数 )， 


5 


第 六 章 “” 残 数理 论 及 其 应 用 


这 一 党 是 第 三 章 柯 西 积 分 理论 的 继续 ， 残 数 在 复 变 图 数论 本 
身 及 实际 应 用 中 都 是 很 重要 的 , 它 和 计算 围 线 积分 (或 归结 为 考 罕 
围 线 积分 ) 的 问题 有 密切 关系 。 此 外 应 用 残 数理 论 , 还 可 以 考察 区 
域内 函数 的 零点 分 布 状况 ， 


§ 1, 残 数 
1。 残 数 的 定义 及 残 数 定理 ”如 果 葬 数 了 2) 在 点 as 是 解析 的 ， 
围绕 0C 金 在 点 a 的 某 邻 域内 ,并 包围 点 3 ; 则 根据 柯 西 积分 定理 
{faa=0. 
但 是 , 如 果 4 是 了 f(z) 的 一 个 弧 立 奇 点 , 且 国 线 局 全 在 8 的 某 
个 去 心 邻 域 内 ,并 包围 点 < , 则 积分 
| fC2)a 


的 值 ,一 般 说 来 ,不 百 为 零 ， 并 且 利 用 罗 妆 系数 公式 很 容易 计算 出 
它 的 值 求 ， 禄 括 起 米 ， 我 们 有 . 

定义 6.1 设 放 2) 以 有 限 点 4 为 狐 立 奇 点, 即 fz) 在 点 4 
ne 0<|z 一 引 | 二 总 内 解析 , 则 称 积分 


二 人 1)az(r: js—al=p,0<p<R) 


了 
为 了 lz) 在 点 9 的 残 数 (residue), 记 为 Res 了 (5)》， 
由 柯 西 积分 定理 3.10 知道 , 当 0 之 p 之 吾 , 残 数 的 信 与 无 
尖 ,利用 罗 关 系数 公式 (5.6) 有 
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Ef fs)az 一 en 《6.1) 


2 3 
了 Resf (2)=e-1. 


这 里 61 是 f(z) 在 z==a 处 的 罗 妆 展 式 中 一 二 这 一 项 的 系数 
由 此 可 知 ， 芍 数 在 有 限 可 去 奇 点 处 的 残 数 为 稚 ， 
定理 6.1 〔 栖 两 歼 数 定理 ) f(z) 在 围 线 或 复 围 线 C 所 范 
鲜 的 区 域 瑟 内， 除 Hida yn 外 解析 ， 在 闭 域 D=D+0 上 除 
ls s**t 外 达 纪 , 则 


1 fia)dz=2 riy Resf (2) 。 (8.2) 
R=1 =0k 


证 以 人 为 心 ,充分 小 的 正 数 px 为 半径 夯 圆 周全,: |# 一 a | 
一 PifR=-1,2， ,RE)， 蔚 这 些 岗 周 政 其 内 部 均 含 于 DD， 并 且 然 苇 
互相 隔离 (图 6,1)， 上 应 用 复 围 线 的 补丁 积分 定理 3.10 得 


f fas= f(a)d2,. 
出 残 数 的 定 六 ， 有 
全 f(z)da=2 siesf (2), 
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代 人 二 式 , 即 知 (6.2) 为 真 。 

思考 题 试 说 明 柯 西 积分 定理 3.10 与 柯 西 积分 公 式 都 是 柯 
西 残 数 定理 的 特殊 情形 ， 

残 数 定理 把 计算 围 线 积分 的 整体 问题 ， 化 为 计算 各 孤立 奇 点 
处 残 数 的 局 部 问题 . 

2、 残 数 的 求法 ”为 了 应 用 残 数 定理 求 围 线 积分 ,首先 应 读 掌 
提 求 残 数 的 方法 . 有 9 的 残 数 时 ， 我 们 只 关心 其 


项 的 系数 ， 所 以 应 用 罗 朗 展 式 求 残 数 是 


一 般 方 法 ， 下 而 的 定理 是 来 1 级 极点 处 残 数 的 2 公式 ， 免 得 每 求 一 
个 极点 处 的 残 数 ， 都 要 去 求 一 次 罗 度 展 式 ， 不 过 这 个 公式 对 于 级 
数 这 高 (例如 超过 三 级 ) 的 极点 ， 计 算 起 来 也 未 必 简 单 ， 

定理 6.2 设 4 为 (2) 的 % 级 极点 ， 


92) 
由 一 《一 4 


)” 量 
其 中 2{2 史 由 定理 5.4) 在 点 4 解析 ,wp(a) 和 关 0。， 则 
《下 一 [3 
Resf (4) = (6.3) 


证 
v2) po) 
Resf (2 )= 5 证 人 Ca DT 


这 里 符号 pC) 代表 (9), 且 有 和 一 me D(z), 


推论 6.3 设 9 为 f(z) 的 一 级 极点 ， 
Pl2) = {2—a)f (2), 
则 Resf(2)=~(a). (6.4) 
推论 6.# 设 4 为 1(?) 的 二 级 极点 ， 
pz)=(z—0)f (2), 
则 ， Resf (2)=’ (9)。 {6.5) 


定理 6.5 设 4 为 f(9) 一 2 的 一 级 极点 ，《( 只 要 9(2) 及 


(8) 在 点 解析 , 且 9p(a) 才 0,%(a)==0,y (9)0,) 
则 


Res f(2) = 2 . 
证 有 入 为 JD 天 
1 PS) (z) 
Ros f (2) lim ti (2—0) —linr gr Coy 
2 
.Pa) 
pa) 


应 熟练 掌握 应 用 推论 6.3, 推论 6,4 及 定理 6.5 来 计算 落 数 
在 一 、 二 级 极点 处 的 残 数 , 


例 6.1 计算 积分 上 -52-2 gz, 


(a2 2 一 荆 ) 


解 显然 ， 被 积 函数 ” f(z2)=- 二 tr 在 圆周 ]3i=2 的 


z(z—1 
内 部 具有 一 级 极点 4 二 0 及 二 级 极点 2 二 1 
由 推论 6.3， 
Res 1(D)=- 训 生生 | 一 2 
由 推论 6.4 


ge f=) | 
改 由 歼 数 定理 得 


后 吕 
人 0 


例 8.2 计算 积分 】 .tlgrzdz (为 正 整数 )， 
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Sirnims 
解 tgxz== 
COSNZ 


极点 ， 由 定理 6.5 得 


只 以 z 一 不 +，(R=0) 士 1 ) 为 一 级 


sinxw4 1 


re 


Res {tg NA) eos ra 2 元 。 


f= + 二 


{ 天 二 0, 士 1 


于 是 ， 由 残 数 定理 得 
人 tg rd 一 2 2 Res {tgxz2) 
sr | s=8+ 可 
一 2 让 (一 和) 一 一 人。 


例 6.3 计算 积分 上 232dz. 


ll=1 


解 。 (2) 一 只 以 z==0 为 三 级 极点 由 定理 6. 2 得 


Res fiz) = 六 [coss1:-0 一 一 工 ， 


歼 由 残 数 定理 每 | -282 ds 一 2 ai 一 去) 一 一 二 


“ 例 6.4 计算 积分 1 ye. 


解 一 ”被 积 钞 数 在 音 位 圆周 [#1=1 内 部 只 有 z=0 一 个 奇 点 ， 
但 其 进一步 的 性 质 粗 略 一 看 还 不 明星， 故我 们 先 采用 罗盘 展 式 求 
残 数 的 一 般 方 溉 ， 


2 
ssin4 (2B ) 
(1 一 8633 ( 3 ) 名 ( 四 3 
名 十 3 了 十 1 十 了 了 十 ) 


后 面 那个 分 式 在 zs 二 0 为 解析 , 故 可 展 为 3 的 团 级 数 ， 
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1+a+t':* 
(数字 ai 及 以 下 各 项 我 们 不 须 关心 1 )， 于 是 在 z=0 的 去 心 令 域 
内 有 


由 此 即 得 


Res 2sina 
zz0 (1—e’)’ 


故 由 残 数 定理 , 原 积分 等 于 一 2 zt 
解 二 ”仔细 分 析 ,我 们 看 出 1 一 e* 的 爹 部 等 点 为 
2 二 2 太 Ti 并 一 和, 士 1， 
只 有 = 一 0 在 单位 圆周 1z|=I 的 内 部 , 它 是 被 积 函 数 分 母 (1 一 e*)* 
的 三 级 登 点 ， 又 4 一 0 显然 是 被 积 阔 数 分 子 2 sin z 的 二 级 零 版 
所 以 被 积 函 数 


i, 


in 
f (2) = ey 


在 圆周 1x| =1 的 内 部 只 有 ?=0 一 个 一 级 极点 。 这 时 


9(4)=2f (7) Ts, 


《注意 ,因子 4 与 f(z) 的 分 母 形式 上 消 不 掉 , 若 这 时 和 将 z=0 代入 ， 


则 成 的 不 定型 - ) 所 以 


， 22sinz 
Resf (3) p00) mele) im ei ey 


simz 3 
4D 总 (1—e’): 


有 2 9 1 9 
=(lim = ) ={lim ) 
sa0 工 一 如 2-0 8 


=-( 一 1)3 一 一 1， 
故 由 残 数 定理 ， 原 积分 等 于 一 2 zi 
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例 9.5 计算 积分 ssez， 


解 ”在 单位 回 周 |>] =-1 的 内 部 ,函数 。 拉 只 有 一 个 本 性 奇 点 
z=0, 在 这 点 的 去 必 铸 内 有 罗网 民 


去 1 
lt + rt 
1 
于 是 Rese :=—0, 


%=0 


套 由 残 数 定理 得 
| er dsm2 ni"Res 6 二 一 
lat=1 2 二 人) 
3。 函数 在 无 穷 远 点 的 残 数 ” 残 数 的 概念 可 以 推广 末 无 穷 远 
点 的 情形 . . 
定 艾 6.2 设 oo 为 了 (2z) 的 一 个 扳 立 奇 点 ， 即 fz) 在 去 心 邻 
域 eT 1 zi<<+ 吕 内 解析 , 则 称 
3 fnaz (Tlzl=p>r) 
为 六 2 在 点 c2 的 践 数 , 记 为 Resj (zj 这 里 太 - 是 指 顺 时 对方 向 
《这 个 方向 很 自然 地 可 以 看 作 是 绕 无 穷 远 点 前 正 向 小 
设 fs) 在 0 委 ? 和 121<+e 内 的 罗 关 展 式 为 
于 (sz 一， 十 2 十 sy，* 十 
由 逐 项 积分 定理 及 第 三 章 例 3.2 即 知 


Resf (2) = 3 /f(s)ds=—e-s {6.6) 


+ cot cg eet onz T+ 


也 就 是 说 , Resf (2) 等 于 f(z) 在 点 oo 的 罗 朗 展 式 中 垃 这 一 项 的 系 


数 反 号 . 
定理 6.6 如 果 了 (z) 在 扩充 :平面 上 只 有 有 限 个 狐 袜 闸 点 ( 包 
括 无 穷 远 点 在 内 ), 设 为 41y as yany co， 则 了 (2) 在 各 虑 的 残 数 


.2 


总 和 为 零 。 
证 以 原点 为 心 作 圆周 三 ， 癸 dis Gar te 皆 合 于 芽 的 降 
部 ， 则 由 残 数 定理 得 
1 f(z)dz=2 xiY Res f(z), 
出 R=] 3 一 下 入 
两 边 除 以 2zi 并 移 项 即 得 . 
三 Resf(z) + 3 fads=0, 


羡 即 SResf (a) + Resf(£)=0, 
R= 二 


要 特别 注 疙 ,虽然 在 (2) 的 有 限 可 去 坷 点 a 处 , 必 有 Resf(2) 
一 0, 但 是 ,如 果 点 为 (<) 的 可 去 奇 点 (或 解析 点 ), 则 Res f(z) 可 


以 不 是 零 ， 例 如 f(z) 一 2+ 坝 以 2 一 m 为 可 去 奇 点 ,但 Resf (2) = 
一 1 


下 而 我们 引 人 计 算 残 数 Resf(#) 的 另 一 公式 ， 


ee 


令 t= 


3 


于 是 pg 人 = 人 十 )=7(2)， 
且 无 穷 远 点 的 去 心 邻 域 六 一 {oj0<?<11< + 被 变 成 原点 
的 去 心 邻 域 下 一 人 0}:0<|i<< 记 (各 7=0, 规 定 二 二 +%); 圆周 


:1z|=p>? 被 变 成 加 周 »: ny 从 而 易 证 


去 人 f(z2)4a= -二 f (了) 于 


所 以 


» 223 0 


7 对 [人 天 Gn) 
例 6,8 计算 积分 


gl 
{ =f, (TI) 42， 


RT 


和 解 被 积 国 数 一 共 有 七 个 奇 点 4 一 土 和 2 一 让 2 6 (一 


0,1,2,3) 以 及 > 一 co。 前 六 个 奇 点 均 售 在 |zi=4 内 部 ， 
要 计算 |z1 4 内 部 六 个 奇 点 的 残 数 和 是 十 分 麻烦 的 所 以 应 
用 上 述 定理 及 残 数 定理 得 
工 二 27 谍 一 Resf (2)]， 


由 下 式 可 知 f(z) 在 % 处 的 罗 朗 展 式 中 二 这 一 项 的 系数 6-1. 
zl 加 Z13 

f(z)= ai Dr i+) ry 

22 了 
1 1 2 
(9 012 直下 
因此 ,Resf (z) 二 一 1, 故 了 一 2xi, 
另外 ,也 可 应 用 公式 (6.7)， 先 看 


1 
{1+ 2 * 
此 以 1=0 为 一 级 极点。 所 以 


， 了 5 .7 _， 1 1 
一 -及 一 一 1。 一 

I=2x| ~ Res f(z) ] = 2 Res[f (+)- 去 ] 
二 27 


2 


LE peeraaeeerrrr 


思考 题 ， 试 总 结 计算 f(z) 的 围绕 积分 7(>)4s 的 种 种 广 
法 ， 


8 2。 用 残 数 定理 计算 实 积分 


某 些 实 的 定 积分 可 应 用 残 数 定理 进行 计算 ， 尤 其 是 对 原 阔 数 
不 易 直接 求 得 的 定 积分 ， 常 是 一 个 有 效 的 方法 ， 其 要 点 是 将 它 化 
归 为 围 线 积分 。 


1. 计算 全 R(cos0,sin9)q6 型 积分 .这 里 甩 (cos9 ,sin9) 直 
Li > 
cosg ,sin 的 有 理 函 数 ,并 且 在 [0,2x] 上 述 续 ， 漆 命 <=e”*”, 则 


z+z-1 


: 2 
£0 = ， Sind= 


当 旬 经 历 变 程 [0,2x] 时 ,z 裕 圆周 |z|=1 的 正方 向 缕 行 一 周 ， 因 
比 有 

f Ricosd, Sin 人 CD 一 ) ,2 2(2—, 二 一 ) 径 ， 
市 端 是 z 的 有 理 函 数 的 转战 积分 ,并 且 积 分 路 径 -上 无 奇 点, 应 用 残 
数 定理 就 哥 求 得 其 值 ， 

注 这 里 关键 一 步 是 引进 变数 代 换 := 一刀， 至 于 被 积 函 数 
及 (cos0 ,sin9) 在 [0,2x] 上 的 连续 性 可 不 必 人 沈 检 验 , 只 要 看 变换 后 
的 被 积 函 数 在 |z| 二 1 上 是 否 有 奇 点 ， 

例 6.7 计算 积分 


I -人 gr Tapco0 roo <Ip|<1), 


解 命 s=e， 则 6 一人。 当 p0 时 


1—2ncos0 + p=1—p (4+%-!1) + mp= 人 20 一 22) ， 


， » 2250 


1 _ ez . 
这 样 就 有 了 一 tr 


且 在 加 1:1<1 内 
- 1 
Hs) tape) 
只 以 z= 为 一 级 极点 ,在 1z| 二 1 天 站， 依 公式 (6.4) 
Res f(2) = a), ,~ Tr 0<I?1<), 


所 以 ， 由 残 数 定理 得 了 一 二 .2xi 2 = (Spl<). 
息 考 题 当 121>1 时 ,积分 


人 于- 二 全 
o 1—2p¢e050 + p: 
之 值 为 何 ? 


例 6.8 计算 积分 
3 sinp 
r=/ 于 50058840 >0), 
解 命 z=e”, 则 
一 (2D, 1 ,4 
r= fl EE | ai) ig 
DD 
ds 
-wf 本 
加 {a2—1)? : 
~ 2b la! (2 一 CC) 一 万) 43 
一 Hp TY 
其 中 oat p=—2 Ye 


为 实 系 数 二 次 方程 
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22 十 s+1=0 


二 相 异 实 很 。 由 根 与 系数 的 关系 a 一 1, 且 显然 |8| 泛 ||， 礁 
[al<1, 18|>1, 
了 于是， 被 积 葬 数 了 f(z) 在 |z|==1 上 无 奇 点 ， 在 单位 加 |z|<<1 
内 具有 一 个 二 级 极点 z 一 0 和 一 个 一 级 极点 *= ca。 由 公式 (6.5) 
及 (6.4) 得 


rT) 1 _ 24 
Resf (2)—[ -3 | 


EF + +l = 2 
1 2 
2 to os (oF 
Resf (2) 一 各 2 有 | 一 wz 一 rc 
了 2 
-人 
册 残 数 定 理 得 
2 站 26 ,2Yyo—b? 
1~35' 2z 计 bp Bb -| 
至 | 4 一 Vw 本 = 


例 6.9 计算 积分 


I = 1 
解 命 < 二 se”, 则 
4d 
i= 人 Cs 二 6233 十 了 十 站 33 +1)? 


429z 2du 
2 一 ， TARTITTAST 
及 俞 2 一 芭 ， 则 Ferre rT3™ 6 凡 十 1)5 


当 z 统 矿 加 周一 局 时 ,% 亦 在 其 上 绕 二 周 。 故 
ea 227 8 


了 一 2 人 2 全 中 4 
ritwiT6u tl) pi i: 


被 积 函 数 fw) 在 栈 内 部 仅 有 一 个 一 级 极点 w= 一 3+Y3， 


1 1 1 
R - TT 一 一 一 一 一 一 一 一 
Ra rv 2 I 
所 以 由 残 数 定理 ， 
4 。 
T= "2 TV I. 


车 R(cosb,sing) 为 9 的 偶 范 数 , 则 ”RCeos0ssin9)d9 之 什 
亦 可 由 上 述 方法 求 之 ， 因 此 时 
{BR(cos0,sing) a0= 记 {Rlcosg,sing)d0, 
仍 命 =e, 与 前 司法, 我们 可 将 |”R(eosl,sing)49 化 为 单位 


阁 周 厂 上 的 积分 ， 
例 6.10 计算 积分 


I 站 COSM 
05C— dcosmd Y， 


组 为 正 整数 . 
解 ” 因 为 积分 号 下 的 函数 为 * 的 侦 荡 数 ， 邦 
1 rr” cosme 


3 -20—4c03% 


命 n= COSTNO Az, n= sin dx, 


ds, . 


scOst 6~— dcosy 
i 
则 Pi+ir= 全 eo dt, 
设 z= 二 e*, 则 
g™ 
htils=3 rr 


ca 28 9 


3) es 


在 圆周 厂 内 部 ,积分 号 下 玛 数 (2) 仅 有 一 个 一 级 极点 2 二 闭 ， 王 
是 


- en” 


pr 2 1 
ER 1(2) B22| re 3(2"71) * 
故 由 残 数 定理 ， 


tifs=(— #2 
于 是 知 


王 


、 = 
所 以 了 一 了 1 一 3027)* 
在 实际 问题 中 ， 往 往 需 要 计算 广义 积分 ， 各 : 


了 1 一 了 3 一 0， 


和 3Saw (有 阻尼 的 振动)， 
全 sin42g4 《将 的 折射 ); 


f oTcosbrds (a>0) (热传导 ) 等 等 ， 


回忆 数学 分 析 中 计算 广 关 积 分 的 方法 ， 要 计算 上 述 几 个 广义 
积分 是 麻烦 的 ,但 是 根据 残 数 定 理 来 计算 ， 往 往 就 比较 简捷 ， 这 
种 方法 的 线索 如 下 

对 于 一 个 实 消 数 了 (#) 说 4 轴 上 一 条 有 限 线段 La ,3 的 积分 ， 
我 们 米 补 充 [a, 丰 以 一 条 或 几 条 辅助 曲线 站 , 使 L#,5j 和 太一 起 
构成 一 条 围 线 ， 围 成 一 个 区 域 D( 图 6.2). 妇 果 有 在 已 内 解析 ,在 
五 上 连续 (除了 五 由 有 限 个 点 外 ) 的 辅助 函数 &(#)， 在 [Le， 妇 内 


”了 


一 


ES{z) 或 ECz) 的 实 部 及 虚 部 中 的 一 个 等 于 1(#), 则 由 残 数 定理 就 
有 


人 gczyas+f g(ajdz 一 2 xis, (6.8) 
共 中 是 g(z) 在 D 内 的 奇 点 的 残 数 总 和 ， 假 如 上 式 中 的 第 二 个 积 
分 能 够 算出 ， 则 f(z)ds 的 计算 问题 就 解决 了 。 如 果 9 或 5 不 
是 有 限 数 , 则 可 于 (6.8) 式 两 庙 取 极限 ,这 时 ,如 能 求 得 jg (2)dz 
的 极限 ， 就 能 至 少 得 到 所 求 广义 积分 的 主 值 ， 但 在 ~- 般 给 出 的 


问题 中 ,或 者 只 需要 求 主 值 ， 或 者 不 难 预先 看 出 这 一 广义 积分 收 


八 ， 因 此 ， 所 求 出 的 那个 主 值 恰好 就 是 所 需要 的 值 ， 
下 面 几 自我 们 就 分 几 种 类 型 米 上 基体 讨论 这 个 问题 ， 


2. 计算 人 -CC -de 型 积分 为 了 计算 这 种 广义 积分 ， 我 


们 沈 证 明 一 个 51 理 ， 
引 理 6.1 设 了 (#2) 滞 贺 虱 a:2 一 请 e*( 和 9 和 各， 号 充分 
大 ) 上 连续 (图 6.3)， 且 
limzf(%)=A 
于 $s 上 一 致 成 立 ( 即 与 卸 委 9 安 0 让 的 9 无关)， 则 


im flz)ds=itt,—0) 4A, (86.9) 
证 因为 
旭 吾 


Eo 


1 (的 一 的 ) 2=4] 


Ej 


(ff 62)ds i(0s—00)2 


对 于 任 给 z 渤 0， 由 已 知 条 件 , 存 在 Role)>09, 使 当 耳 汪 时 ,有 
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Ff -一 dz | (6.10) 


+ 


不 竺 式 


J (2) —2| < Eg, ESs. 


=e( 其 中 了 为 38s 的 长 度 , 即 荆 = 


R(O,—0)), 
定理 6.7 设 了 (2) = 才 和 为 有 理 分 式 ， 其 中 
ET 


Q(z)=bos"+he" li+ :+b (B00) 
为 互 质 多 项 式 , 且 全 条件，(1)%n 一 m 宇 2; (2) 在 实 轴 上 8(z) 闫 
0， 于 是 有 


图 6,.2 图 68.3 


{f(s) ds=2 mi 了， Res f(z), (6.11) 


Imm nD ST 
证 “由 条 件 (1)、(2) 及 数学 分 析 的 结论 , 知 f(z)dz 存 在 ， 
且 等 于 它 的 主 科 
lm f f(r)as ， 
取 上 半圆 周 厂 :4= Re*(0<<0<<x) 作 为 辅助 曲线 (图 6.4). 
于 是 ,由 线 自 [— 忆 ,1 及 厂 。 侣 成 一 围绕 Ca, 沈 取 忆 充 分 大 ,使 
0 内 部 包含 f(z:) 在 上 半 平 面 内 的 一 切 弧 立 奇 点 (实际 上 只 有 有 
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有 限 个 极点 )， 而 由 条 件 (2),f(#) 在 Cs 上 没有 奇 点 ， 
按 残 数 定理 得 


人 fla)ds=2ni TT Res f(s), 


z= 
maa>0 


或 写成 
人 Je)az+ {. fa)dz=2 ni 于 Resf(z), (6.12) 


inds>0 


因为 


z)| COs re Cm 
a poz” re 二 DD 
EE. 
1 避 开 1 to 二 * 二 
-| ph 
人 二 一 


了 由 假 变 条 件 ( 巧 知 一 和 一 1 工 ; 故 沙 瑟 <。 上 就 有 
[zf (2)|>0 (RR>+ 00), 
在 等 式 (6,12) 中 命 吾 > 土 oo ,并 根据 引 理 6,1, 知 (6.12) 中 第 二 项 
的 积分 之 极限 为 零 ， 这 就 证 明了 (6.11), 
例 6.11 设 & 污 0, 计 算 积分 


f° dat 
0 专业 十 加 
解 因 | ~ 去 全 (= za 
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它 一 共有 四 个 一 级 极点 
将 十 对 站 于 
Gre 4 (R=0,1,2,3), 


上 且 合 定理 6.7 的 条 件 . 了 


1 i 算 
Res = = T= 二 = 
Ci f(z) 六 二 月 4 ER da 4 ot 


(R=0,1,2,3) 
(这 里 用 到 了 44; + et 一 0)。 了 (2) 在 上 半 平 面 内 只 有 两 个 极点 en 


及 1s 于 是 


t+™ dx 1 亚 ， Be 
ni Eo 4 
了 py iart oe + ae4') 


KE EA 
到 _ 莹 x 


rl 4 pn 
= ri ate 他 )=sasin 本 


_ 
21 2 63“ 


例 6.12 计算 积分 
食 tid 
m2 二 3 vt" 
4 3 
解 函数 f(z) 一 -2 和 7 在 上 半 平 而 内 只 有 2 一/ 21 
一 个 四 级 极点 ， 且 合 定理 6.7 的 条 件 . 
记 //2i=a， 令 2 一 4 二 t， 即 念 z= 二 a 十 t, 则 


要 了 
f(s) = rar a rar 
(tayt 
RT oa)t 
__1., 十 4 a 6 ost2tid ats}tt 
3 16 a4+320+ 24a 8 oat +is 
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2 3 
-二 


B16 Bo 320 3090 Tt 
南 
Resf(z) = 1 
13203 * 
Res f(#)=—— -~ 
即 5 34， 可 
-一 i 
324 23-35 576 6 
十 中 Es . 一 Tt 
一 一 一 一 一 二 一 :一 开放 一 人 一 
故 全 (2+ 3307) p76 2881 6 
P(x) ， 


3. 计算 全 ( errr dx 型 积分 


引 理 6.2( 约 当 引 理 ) 设 g(z) 沿 半 间 周全 ::， *= Re*(0<& 
sr ,总 充分 大 ) 上 连续 , 且 
lim g(23) 一 0 
在 六 上 一 狼 成 立 ， 则 


limr . gla)emgda= 0 (m>0 ), 


Re++, 


证 对 于 任 给 的 >> 0 ， 存 在 品 o(e)>>0 ,使 当 吾 > 五， 时， 
有 
lg (a)!l<e,zED,, 
于 是 ， 就 有 


人 genras 


| Pr 
一 J oe Re") eimheit pertidgd 


< Bef eed, (6,13) 
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这 里 利用 了 1g(CRese) [<e,| eri = 中 以 及 


|eimaa ig | 一 |eé-™ Rin timRoony | 一 已 -HRHag 
于 是 ， 由 (的 当 不 等 式 ) 
20 <sing<cg (o<0<F), 
将 (8.13) 化 为 


过 2mRne 加 2 
<2Rej < | 2 | 
br 二 站 
并 EE  ， 呈 亚 Xs 
一 -二 ee) < 
应 用 引 理 6.2 ,完全 和 证 明定 理 6.7 一 样 可 得 


定理 8.8 设 g(z)= 各 (如 ,其 中 P(x) 及 Q(z) 是 互 质 


多 项 式 ， 且 合 条 件 : 
(1 (22 的 次 数 比 P52) 的 次 数 禹 ; 
{2) 在 实 轴 上 由 (2) 关 03 
(3) 1m >0, 

则 有 


f eterdr 2m Rsretoer (C6.14) 


Imag 产 们 


特别 说 来 ,将 (6.14) 分 开 实 碟 部 ,就 可 以 得 到 形 如 


6 cogs MTAUT 及 | sinmzgz 的 积 分 。 


例 6.13 计算 积分 {Psa (m0). 


1 十 考 2 


解 ” 被 积 阔 数 为 偶 孙 数 , 改 
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{sone as ~ if esas. 


0 1 二 w2 ml 十 你 2 
， 
根据 定理 6.8 得 
二 Bi , ei 
】. 1 ied 2 riRes | 1 | 
一 人 At 人 
于 是 有 
tmeosme 
全 二 a =re 
trcosme TT 了 
[ 1 + ww2 ds ae MM 


你 CO5 让 信 壮 


从 6.14 计算 积分 人 -os 
解 不 难 验 证 ,函数 


Ze 
(2 sii 


消 足 约 当 引 理 的 条 性 ,这 里 由 二 1 g(2) 一 -二 一 1 
菌 数 斤 沁 有 两 个 一 级 摄 点 z 二 1+3i 及 2 二 1 一 3 入 


的 下 部 

R 加 多 好 

.Rss C= 2) 2 2 2 10 |s1tss 
6 十 了)e 3+i 
一 ~ 一 6 一。 

于 是 
te (1 .+86)e- 3+t 
fm 2 Gi 


= (1 +3i)(cos 1+isin 1) 


= es(cos 1—3 Sin 1)} +ie (3 cos 1+ sin 1), 


比较 等 式 两 问 的 实 部 与 虚 部 ,就 得 


1° reostdr 了 
人 Ri 一 可 {cos 1—3 sin 1)， 
x 


+™ gsinw ax -3 ， 
人 一 了 8 《3 cos 1 十 Sin 1), 


计算 积分 路 径 上 有 奇 点 的 积分 ”为 了 供 计 请 辅 勒 路 径 的 
积分 ,除了 上 面 两 个 引 香 外 ,再 引进 一 个 与 引 理 6.1 相似 的 引 理 ， 

引 理 6.3 投了 2) 设 加 弧 访 ,2 一 4 二 ?Te (三 9 和 人 ,7 充 
分 小 ) 上 连 兹 , 且 


Bm(s— a)f(z) = 
于 写 ; 上 一 臻 成立 ; 则 有 
limf fz)ds=i(0,—0)A, 


证 “因为 KB 一 9804 一 4 人 一, 二 是 有 


了 f(s) gs—i(0—01)4| 一 ea- gd 


zo 


与 引 理 6.1 的 证 明 各 仿 , 得 知 上 去 在 7 充分 小 时 ;此 值 不 超过 任 痢 
给 定 的 正 数 已 。 
网 6.15 计算 各 分。 
+ sin % 
角 | ,人 7 存在 ,用 
Sing 1 r++” sing 
上 Tw ds dy 


考 虚 函数 了 (x) = 全 沿 图 6.5 所 东 之 闭 曲 线路 径 0 的 积分 ， 
根据 柯 西 积分 定理 得 


Tez)az=0. 
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Cp 


或 写 


成 . 
EE i i 一 个 i [3 

f 一 一 az+{ 6 daz+| 所 dz 一 | 上 -ds 一 0 
> 出 CR -一旦 显 Crp 名 


Pa 
(6.15) 
这 里 Cs 及 C; 分 别 表示 半圆 周 =e 及 2=7Te (0 
RE). 
由 引 理 6.2 知 


由 引 理 6.3 知 


， "2 
lim) 一 -22 一 
于 一 站 他 Ea 


在 (6.15) 中 , 令 " 0, 及 +。 取 极 限 即 得 了 ”az 的 主 值 
Pf 气 dz=ir， 
所 以 
十 of 1 fm 5 
5。 杂 例 “下面 我 们 举 出 两 个 例子 来 说 明 , 计 算 广义 积分 有 时 


要 用 种 种 不 同 的 方式 来 选择 积分 路 径 . 
例 6.16 假定 已 知 波 阿 松 (Poisson) 积分 
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tm 1 
了 e-e 形 一 应， (6.16) 


试 计算 弗 菜 基 尔 (Erensnel) 积分 


二 +m 
f cosrids 及 f sinw2dy. 
0 0 


解 ” 考 察 回 助 函数 
f(z2) =e-, 
它 是 一 个 整 孙 数 . 并 取 如 图 6.6 的 加 及 积分 路 径 Cs， 则 


0= eaz 


至 2 时 0 23， 寺 ， 
= -= dr- f 一 一 色 2e pedi 
= 。 部 十 辣 妃 dst e dr, (6.17) 


J eqs 


f ieee Rerdg 
0 


亚 
二 人 Ba 
0 


《 念 2m -= 工 一 的 亚 
2 [EN 
一 一 一 一 全 全 | 


【的 当 不 等 式 】 至 
A 三 上 |， 2 


一 RR 
= 


均 当 >+ co 时 ， 


于 是 当 电 >+ 吕 时 ,(6,17) 变 成 


0, 
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ee 


1 十 二 
2 0 
ji 

f 0 (6.16} 


+ 
(cosv2—isinw?) dy 


即 


全 《COS 几 2 一 isint ar = /Ed —2), 
比较 两 端 实 部 与 虚 部 , 即 得 


十 反 + 对 
f COSE2dw 一 f sinzzdz 一 全 祥 
0 0 2 2 


* 例 6.17 ”计算 积分 
寺中 、 
r= eo" cosbrdr, qi>0., 


了 全 on -war 1 + ras 
= 一 着 二 = 一 一 一 一 一 一 一 
nu Yado * 
(6.16) 1 VYwx 1 y/ 福 
一 * .18 


车 6530, 因 为 cosbx 是 偶 画 数 ,所 以 内需 考虑 82>0 的 情况 ， 
根据 前 面 的 经 验 , 似 乎 应 该 取 辅 助 函数 (2) 二 ee "6e 下 
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面 分 析 上 应 该 取 什 么 栏 的 辅助 路 径 及 辅助 函数 才 合 适 , 
因为 


+ ~ + 交 一 自 { 二 1 -上 
7T= 二 Re 人 eo ti dy -ZRee 3a es) 
1 -et + a2 
= 去 e Re | oes gdz, (6.19) 
-tsai 
而 由 (6.18) 知 道 
二 中 TT 
人 eotgdy 一 /入 (6.20》 


图 6.7 


由 此 可 见 ,应 读 取 辅助 前 数 了 (x)=e-"* ,并 可 取 如 图 6.7 的 
辅助 路 径 Cs， 由 柯 西 积分 定理 得 到 


人 =- 所 -95 人 2 一 | 人 -55 全 2 十 f et0s + edds 
加 有 EF Fe] 
+{ e-emds . (6.21) 
| 


比较 (6,19) 与 (8.21), 就 得 到 


2 ， 
7 -9 Le。 起 Re [lim (f gas )] 
2 此 一 十 四 bo 


(6.21) -如 : 2 
el. ¢ Re | im ( i 合生 + 上 [i 全 加 
2 五 二 本 HU 


Ce 


2 


另外 ,在 线段 BC 及 D4 上 ， 
2 二 圭 B+iy(0<y< 6 )， 


20 
里 3 1 .3 [4 
le-°*| eR rp een 
- 由 四 EE 
训 lim e-"* ds=0, lim e°"* dz—0, 
Ra Bg 下 -二 加 Da 


最 后 得 到 


6. 应 用 多 信函 数 的 积分 。 辅 助 函数 是 多 值 解 析 函 数 的 情形 ， 
一 定 要 适当 割 开平 面 ,使 其 能 分 出 单 值 解 析 分 支 , 才 能 应 用 柯 西 积 
分 定理 或 柯 西 残 数 定理 来 求 出 给 定 的 积分 的 值 ， 
* 例 8.18 试 计 算 积 分 
+” lng 
J re 
解 ” 以 原点 0 为 中 心 ,? 及 及 为 半径 ,在 0x 轴 上 方 画 二 半圆 
周 ，r 可 充分 小 ， 可 完 分 大 ， 此 二 半 顺 周 与 Om 输 上 的 4B 及 
B'4' 二 线段 构成 一 为 线 C (如 图 6.8)， 
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畏 助 函数 
f(y 

在 C 内 部 仪 有 一 个 二 级 极点 * 二 i, 而 其 到 成 z 一 0 及 4 一 % 已 不 属 

于 局 的 内 部 ， 故 29 在 C 所 界 的 有 淹 闭 皮 上 ; 职 = 一 外 ,是 单 候 

解析 的 ， 令 


, inz lnz 
Gr (C242) 


A 1 
财 六 《2 一 刀 (zt i 《 训 ln 
(6,5) , 了 2 证 了 
及 = 人 一 一 一 -一 一 全 一 -一 二 人 
es fa) pT a 8 
由 残 数 定理 ， 
lnz 
十 十 十 
一 1 一 | ), ~ re 
= 2 i 工人 = 一 了 二 i. (6.22) 


今 分别 计算 (6.22) 左 过 各 个 供 分 : 
CD 因 Sa 7 一 0, 由 引 理 6.1 即 知 


[Ed 


Fa 1 + a): 


(2) 因 limz T= 故 由 引得 06.3 即 知 


(~ lnz 0 
| PE “ 


(3) 命 4B 上 的 z=#-ev 中 rw 之 0), 则 


。 Jns 人 jinxw 
02 一 i 
2 AaB (1+ 22)? M o (1+w): 


(4) AB' 上 的 :二 ze'"(z 半 0), 于 是 
* 243。 


lnz=lnr+tindz—=e "dr =— dr. 


， ln 人 nz 于 tr 
区 i /my 本 1 
= 全 Insrtix 
0 Cr 
于 是 , 妆 避 -> 上 +coy0 时 ,(6.22) 灾 成 
+t” lnw 十 站 如 交 2. 
人 Cd 人 IT ti 
比较 两 端的 实 部 ,得 
i» Ing TH 
2j ya = 一旦， 
+ ingx Ei 
区 Proz= 一 下 


例 6.19 计算 积分 


i 人 7 
解 ” 游 虑 辅助 函数 
f(z2)=B 【1 一 2 十 5)2 
它 在 # 平面 上 是 (2.24) 型 的 多 值 函数 ,+1 及 一 1 显然 是 它 的 去 
当 # 沿 图 6.9 中 点 线 所 表示 的 闭 曲 线 (一 1 及 二 1 于 其 内 部 ) 
按 反 时 秆 方向 绕 行 一 周 , pi 一 arg(1+2 和 ps 一 arg(1 一 43) 同时 增 
胡 2 天; 而 
arg f(z) = 
也 增加 2 r。 这 表示 f(z) 问 原来 的 数值 ,因而 co 不 是 f(z) 的 支 


作 支 割 线 [ 一 1,1j,f(z) 在 其 外 部 可 以 分 出 二 个 间 值 解析 分 


支 ， 


2 


图 86.9 
我 们 选 定 在 [一 1,1] 上 岸 48 上 取 正 值 的 那个 分 支 ， 并 到 在 
图 8.9 中 所 尖 示 的 那 条 复 转 线 三 =CoeTer 十 4 了 Cr 十 如 /4 
当 z 在 [一 1,11] 上 岸 :48. 上 ,arg f(x) 二 0, 即 
fis)=B + 0. 


当 z 从 B 沿 07 转 到 B',f(z) 的 辐 角 增加 一 后 ,于 是 在 [一 1,11 
下 岸 Br4 上 ,arg 了 (2)== 一 了 zt: 妆 


fae TI ATCTTO 
这 样 我 们 有 


， 1 1as| 
J <f,, = zl211 一 z|) 


8 


Jia-y (T1421211—2|)3 
所 以 当 r 一 0 时 ,上 述 两 个 积分 赵 于 堆 。 
因为 , 接 复 国 线 的 森 西 积分 定理 ， 


1Gs _ 4 


世 以 当 -0 时 ,有 
计 RE 人 FS 


=2xi Res 


(6.23) 


fi 入 

我 们 来 观察 1(z) 已 选取 的 分 去， 当 3 从 上 上 岸 4B 变化 到 (1， 

十 0) 上 时 ， 即 z 从 上 岸 的 点 卫 沿 0“ (如 图 6.9) 绕 1 转 到 (1， 
十 ceo) 上 的 点 e 时 ,1I+s 的 辐 角 最 终 无 改变 ,只 有 1 一 z 的 辐 角 减 


少 了 zx, 从 而 了 (2z) 的 辐 角 就 减少 


故 在 线段 (1, +co) 上 上 
f(a) = Tia Ta ee 
扼 f(a) = 1 Ta es (6.24) 


由 公式 (6.7)， 
1 1 
Res 了 Cs Res [ 序 ET 


” 1 
一 | 


UDC 


=—Res|7 | 


9d. 


全 一 0 为 一 级 极点 ) 


人 .24 1 部 
Pky 
因此 ， (1 es Yr * 2 
由 此 ,最 后 得 到 
一 一 ~ 2x 
{= | sin 3° 


* 例 6.20 计算 积分 


1 Hr 
{ (x—2) B nil rj 
解 ” 考 虐 辅 助 函 数 
1 
其 中 za20I 一 2 一 F(z) 是 (2,24) 型 的 多 值 函数 ,， 它 只 以 a 一 0 及 
2 一 工 为 支点 ,as= oo 不 是 支点 ， 作 支 制 线 [9,11, 下 [2 在 其 外 部 能 
分 出 五 个 单 值 解析 分 支 ,选取 在 = 2(>1) 取 负 值 的 那 一 支 ,从 而 
对 应 的 童 值 解析 函数 f(z) 在 [0,1] 外 部 只 以 z=2 为 一 级 极点 ， 
2 一 oo 为 可 去 奇 点 。 
以 原点 0 为 心 通 二 圆周 ,大 网 周 C 的 半径 大 于 2 ,小 圆周 C2 
的 半径 在 1 与 2 之 间 ( 如 图 6.10)， 青 各 以 0 及 1 为 咖 心 画 二 小 赔 
周 Yo 及 ?1 半径 均 可 无 限 小 。 


(1) 因 人 f(s)ds= —2 xi Res f(2), 


2) = 


中 dr. 


6.10 
又 因 f(z) 在 点 的 去 心 令 域内 的 罗 并 展 式 从 古 项 开始 ,无 十 项 ， 
救 


Res f (2)=0, 
其 以 
{f(a=0. 
(2) 含 点 内 的 区 成 的 堪 数 定理 ( 列 入 本 总 习题 (一 )6) . 


设 品 是 扩充 2 平面 上 含 点 的 区 域 ， 其 边界 C 是 由 有 限 条 瑟 
水 包含 且 互 不 相交 的 围 线 CC ,Cn 组 成 ;又 设 函数 f(z) 在 
也 内 除去 有 限 个 孤立 奇 点 241,24，… ,2 及 oo 外 解析 , 是 连续 到 边 


办 C， 出 


f(a)dz=2 ri| Res f(z) + Res fz) |. 
p- R12=2% 3 二 时 

由 此 定理 ,我 们 得 到 
人 fo f(s)as=2 il Res f(z) + Res fis) ] 
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rT ra he ii -La ware He 


=2 Ti Res f(z) 。 


1 。 核 寺 的 分 考 1 BB 
Res fs) EA ET 2 3 


人 f(s)dz=—2 i) i. 
(3) 应 用 揽 围 线 六 柯 西 积分 定理 
Hm(f, FC) aa+ 人 fo) aa+ 人 7G) ds)=0, 
到 由 引 班 6.3,8 (za) 落 二 小 圆周 的 积分 均 为 零 。 


于 是 我 们 有 
lim( Ca ar 人， (2) 4z)- -人 f (a) es 
= gnai, (6.25) 


(4) 老农 231 二 z) 的 辐 角 的 过 续 改 变量 ， 已 知 所 远 分 支 
在 小 圆周 ?! 上 想 点 z(>1) 的 国 数值 为 久 sz 一 1)5 er 从 而 沿 
芭 时 针 方 向 转 回 上 岸 的 点 zt0<Y<1) 的 倩 为 
(+) 


E wi w) e: 


( 因 这 时 * 了 鬼 辐 角 改 变量 为 零 ， 只 有 1 一 z 的 辐 角 改变 量 为 x); 漂 
硕 了 时针 方向 转 革 下 岸 的 点 2 00 之 x 过 1) 的 值 为 
E rl—w) ei E) 
《 因 这 时 只 有 1 一 3 的 辐 角 改 迹 量 为 一 x). 
当 两 个 小 贺 周 的 举 径 0 时 ,我 们 有 


C6.25) 
pei 了 


古 作 
® (x — 2 slr elt ) 


" 2149+ 


疯 所 
x 
0 fa ER! 
图 6.1I1 


+ Co 
1 (x op wi 〔《 工 一 水 3 ef 
a 2 


Te 一 人 


=- 人 2 Be 
no (x—2)P wi(1— 


= 人 ae 车 一 已 生 
o (rT—2)p 2 一 和 5 


最 后 得 到 
站 一 
《二 一 a 0 
gx 
2 sin i 


$ 3.。 辐 角 原理 及 其 应 用 
1. 对 数 残 数 。 残 数理 论 的 重要 应 用 之 一 是 计算 积分 
zzr), Fa, 
它 称 为 (2) 的 对 数 玛 仇 ( 这 个 名 称 来 源 于 (人 = 部 [lnf(a)]， 
由 它 推 出 的 辐 钊 原理 提供 了 计算 解析 函数 零点 个 数 的 一 个 有 效 


方法 ， 特 别 是 ， 可 以 借 此 研究 在 一 个 指定 区 域内 多 项 式 零 点 的 个 
数 问题 . 


显然 ,函数 f(2) 的 零点 和 奇 点 都 可 能 是 下 (9 的 奇 点 

引 理 6.4 (1) 设 0 为 1(z) 的 n 级 零点 , 则 a 必 为 函数 
下 (2 
fs) 的 - 级 极点 ， 并 且 


bo 


(8) 设 5 为 f(z) 的 册 级 极点 ， 则 5 必 为 函数 生 ( 弹 的 一 级 极 
点 ， 并 且 


Res| 


Res[ 玫 全 |- 一 一], 


证 (1) 如 5 为 f(z) 的 1 级 零点 , 则 在 点 4 的 铝 域 内 有 
fl(2)= (2—a)"g(:), 
其 中 gC3) 在 点 4 的 邻 域 内 解析 , 且 g(a) 隆 4.。 于 是 
f(s)=n(s—a)" lg(s) + (a—a) "ge(2), . 
fz)__n_, B'(2) 
flz) za gl2)° 


站 于 4 他 在 点 a 的 邻 域内 解析 , 故 4 必 为 : ee 后 人 的 一 级 家 点 , 且 


BE(2) 
站) 
有 Resl 了 15 = 
(2) 如 5 为 (2) 的 各 级 极点 ,; 则 在 点 的 去 心 邻 城内 有 


A 


其 中 tz) 在 点 的 邻 域 内 解析 , 且 (8) 兰 0。 由 此 易 得 


六 (2 -于 + 人 入 
$C) hz) 


2 f(z) 
而 关 罗 在 点 的 邻 域内 解析 ， 故 瑟 必 为 了 (的 一 级 极点 ， 且 
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「 了 2) 
Res| r= 一 说 。 


定理 6.9 设 C0 是 一 条 围 线 ,f(?) 合 条 件 ， 
(1) f(z) 在 C 的 内 部 除 可 能 有 极点 外 是 解析 的 ， 
(2) 了 (2 在 C 上 解析 且 不 为 零 ， 


则 有 二 fd NF,0) PF,C), (8.26)- 


式 中 (了 ,0) 与 PCF 0) 分别 表示 了 (x) 在 C 内 部 的 零点 与 极点 . 
的 个 数 ( 一 个 n 级 零点 算 作 # 个 等 点 ,而 一 个 m 级 极点 算 作 澡 个 
报 点 ). 

证 ”由 第 五 章 习 题 (二 )14, 可 知 f(z) 在 0 内 部 至 多 只 有 有 限 
个 零点 和 极点 ， 设 os( 玉 =1,2,.…'p) 为 f(z) 在 C 内 部 的 不 同 堆 
点 , 共 级 相应 地 为 ns35,《j 了 二 1,2,，… 9) 为 f(z) 在 G 内 部 的 不 同 极 . 


点 ,其 级 相应 地 为 mn， 则 根据 引 理 6.4 知 , 玫 : 名 在 C 的 内 部 及 C 


上 除去 在 0 内 部 有 一 级 极点 Gas( 有 二 1.2,…… 了) 及 Bb,(j 二 1,2,*…~ 
9) 外 均 是 解析 的 。 故 由 残 数 定理 及 引 理 6.4 得 


a FB es [8 


= + m= NU,0)—P(f,0). 


天 一 1 


2. 辐 角 原理 公式 (6.26) 的 左 端 是 (2) 的 对 数 残 数 , 它 有 
简单 的 意义 ， 
为 了 说 明 这 个 意义 ， 人 


2 py fF dz Bo ni [inf (2)]ds 
1 -f dlnf (2) 


“ant 


= 二 din|f (%)| rif dargf (z) |, 
函数 lo1f(z) 1 是 z 的 单 值 浮 数 , 当 = 从 so 起 弹 行 围 线 0 一 局 回 到 
如 0 上 时， 有 

人 alalf 6) =In|f Ca) 1 ~Inlf (20)1=0, 
另 一 方面 , 当 z 从 zo 起 沿 围 线 0 的 正方 向 强 行 一 局 而 回 到 如 时， 
argf fs) 的 值 可 能 改变， 如 图 6.12, 对 应 的 w 二 了 f(z) 从 wo 二 f(z0Y 
起 围绕 原点 w= 二 0 二 周 后 又 回 到 起 点 wo 一 了 (z0)， 显然 ,argj(z) 
的 终 人 91 与 始 值 po 相差 4 xz。 于 是 我 们 得 


图 6,12 


f(s) ipo) 
pez f(z) dz 2 " 


doargf (2) 
2 ? 
式 中 Aoarg 了 T(z) 宕 示 # 消 口 之 正方 向 绕 行 一 周 后 argftz) 的 改变 
是 ， 它 一 定 是 2 的 整 信和 数 ， 
这 样 ,我 们 可 以 将 定理 6.5 改写 成 ， 
辐 前 原理 ”在 定理 6.9 的 条 件 下 , f(z) 在 闭 线 避 内 部 的 等 点 
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个 数 与 极点 个 数 之 差 , 等 于 当 2 沼 0 之 正 向 纱 行 一 周 后 argf (zy 
的 改变 量 Acargf(z) 除 以 2 7, 即 


NO~POF C= AGH (0.27) 


转 别 说 来 , 姻 (2) 在 围 线 C 上 及 C 之 内 部 几 解析 , 且 f(z) 在 
C 上 不 为 等 ， 央 


Wf ,0 = ell, {6.28) 
例 8.21 设 f(2)=(z 一 1)(z 一 2)?(z 一 4),C:1z:| 二 3， 


试验 证 辑 角 原型 . 
解 了 (z) 在 z 平 面 上 解析 ,在 0 上 无 零点 , 且 在 C 的 内 部 只 有 
一 级 次 点 4 一 1 及 二 级 零点 。 一 2。 所 以 ， 一 方面 有 
页 (CI 一 1 二 2 一 9 
另 一 方面 , 当 %* 阁 正 方向 绕 忆 一 局 时 ,有 
Acargf (2)=Aoarg(z—1}+Ararg(s—2) 
十 Aoarg{z—4) 
—Acarg(l2—1) -+2 AcArg(2— 2) 
二 2 二 4 开 二 6 ww， 
于 是 , (6.28) 成 立 ， 
注 ”车 将 定理 6.9 的 条 件 (2) 减 弱 为 “f(z) 连续 到 过 界 侣 ， 
且 沿 Cs 天 0 , 则 辐 角 原理 (6.27) 式 [特别 是 当 f(z) 在 C 内 部 
解析 时 :(6.28) 式 ] 仍 成 立 . 
事实 上 , 首先 取 一 条 全 含 于 如 内 部 的 圈 线 C ,使 有 的 内 部 包 
合 0Q 内 部 的 全 部 零点 和 极点 , 则 对 此 围 线 0, 根据 定理 6.3 就 
有 有 
NIUfC)— PIf,0)= Nf ,0") 
—P(f,0) Ae ef, 


然后 过 波 到 极限 0‘->C ,利用 函数 (4) 的 过 续 性 邯 得 . 
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例 6.22 设 ” 次 多 项 式 
五 (zy 一 GD5n 十 如 1 十。 十 在， 《an 天 0)》 
在 虚 抽 上 没有 零点 ， 试 证 明 它 的 零点 爹 在 左 闪 平 面 Rez<0 内 的 
这 要 条 件 是 ， 
,了 (i) = 
证 令 围 线 Cs 是 右 半 图 局 
Fa 了 Bed( 一 了 < 了 
以 及 虚名 上 从 Ri 到 一 Ri 前 有 向 线段 所 构成 (图 6.13). 
于 是 了 (2) 的 零点 全 在 左 半 平面 的 沈 要 条 件 汶 NC(P,C,) 一 0 
.十 任意 请 均 上 成立; 由 C6.28) 即 知 此 条 件 可 写成 


区 
Ri 


0=limAr .arg P(z) 
于 

lmAr argP (lz) limAy- teargP (iy), (6.29> 
二 十 的 ， 2 


内 我 们 有 
ArarghP(la}=Ar,argoos"[li eg(s)] 
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一 点 8T 名 02 十 入 msargL1 + g(x)], 
We 
其 中 (#8) 于- 全 一 二， 在 卫 记 十 w 时 名 (4) 沿 荆 ， 一 臻 


2 
趋 于 零 . 
由 此 知 
limA, argtl + eg(2)]=0, 
刷 寺 二 的 
另 一 方面 又 有 
Araargaoz = A sngjrBoo BR"e™ ~— Nr, 


这 样 一 来 ,(6.29) 就 是 我 们 所要 证 明 的 
A ro 朵 于 co atgP(iy) 二 站 | 
注 在 自动 控制 中 ,车 和 干 物理 和 技术 装置 的 稳定 性 归结 为 ,要 
求 常 系数 线性 微分 方程 


od dr"*-1 
ar 十 站 1 YY 


Tt tony f(t) 
解 的 稳定 性 ， 此 问题 要 求 其 特征 多 项 式 
Pls)=aos*+ 1s" 1 Fe 

的 根 全 在 去 半 平 面 ， 例 6.22 给 出 了 此 问题 的 一 个 判 据 ， 

3. 慢 歌 (Rouché) 定 理 下 面 的 定理 是 辐 角 原 理 的 一 个 推 
论 , 在 考察 函数 的 零点 分 布 时 ,用 起 来 更 为 方便 , 

定理 6.10( 贫 软 定 理 ) 设 0 是 一 条 赎 线 , 国 数 了 (?) 及 pl(z) 
镀 足 条 件 ， 

(1) 它们 在 它 的 内 部 均 解析 , 且 .连续 到 Cr 

(2) 在 C 上 ,17 一 2(z)|， 
峙 昂 数 了 (sz) 与 了 5) TeC3) 在 已 的 内 部 有 同样 多 ( 几 级 算 作 几 个 ) 
的 零点 ， 即 

Nf+p0) = NF, 0). 

证 ”由 假设 知 f 了 (23) 及 f(z) +p(#) 在 0 的 内 部 解析 , 且 连 续 

到 C ,在 C 上 有 [f(a) [>0, 
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ht wa 一 


{fa} ola) lt) lel) |>0, 


这 衬 一 来 ,这 两 个 邱 数 了 (z) 及 (2)+ plz) 都 满足 定理 6.9 
下 其 往 的 条 件 。 由 于 这 两 个 函数 在 C 的 内 部 解析 ,于 是 由 (6.28)， 


下 面 只 须 证 明 


Acarg[f (2) +p(2) 1=Acargf (2), 《6.30) 


扯 关 系 式 


(2) 
fz) +p(z)=f(2) 1+ ] 


Aoarg[f (sz) + yp(2)]—=Acargf (2) +Acarg| 1 十 $2 ) 


(8.31) 
根据 条 件 〈2)， 当 2 沿 C 变 动 时 lp(z) /f(z)|<1。 借 助 落 数 


(2) 


牧 三 1 于 


9 2 将 2 平面 上 的 国 线 C 变 成 ?平面 上 的 闲 申 线 厂 ， 于 


是 全 人 金 在 贺 周 [7 一 11=1 的 内 部 (图 6.14) 而 原点 ?一 0 又 不 在 此 


全 局 的 内 部 ，。 即 是 说 ,点 不 会 围 着 原点 二 二 0 弹 行 。 鼓 


Pia} 
|) 了 


图 6.14 


A oare| 1+ 光 A 33-]=0, 
4 (6， 81) 即 知 (6 30) 为 真 ， 


例 6.23 设 次 多 项 式 
(5 一 G022 十 se 十 G2 00) 


和 


me 


合 条 件 
lal> lot eer t lal +t [art + tal, 
项 p(z) 在 单位 加 1z|<<l 内 有 %* 一 个 零点 ， 
证 取 f(2)=q.8" 
P(E) = 002+ 
易于 验证 在 单位 圆周 zi=1 上 ,有 
lf C2) 12(0s) 
依 怖 葡 定 理 知 , p(z) 一 f(z) 二 gC2) 在 单位 全 |z|<1 内 的 零点 ,与 
(5 一 62 在 单位 车 1z: < 过 1 内 的 零点 一 样 多 ,好 nn 一 t 个。 
据 此 ， 一 望 而 知 ， 
方程 2 一 5 2 一 2z 十 1=0 在 单位 国内 有 5 个 根 ; 
方程 #7 一 5%4 二 22 一 2 二 0 在 单位 加 内 有 4 个 根 ; 
#4 一 5 2 十 1] 二 0 在 单位 加 内 有 1 个 概 ， 
5 十 6 2 十 10 二 0 在 单位 圆 内 无 概 ， 
例 6.24 试 证 , 当 i4| 沁 e 时 ,方程 e' 一 09s" 二 0 在 单位 加 [zs| 过 
1 内 有 个 根 . 
证 在 单位 圆周 |z| =1 上 ,有 
1az"|=|4|>e, 
1e*| = eaes<celzl ~—e, 
即 有 |~—az"|l> le’|, 
而 函数 e* 及 一 49x? 均 在 单位 闭 圆 |z| 志 1 上 解析 ， 故 由 人 需 歇 定 导 
Nte:—az",|zl=1)= N(—as",|2|=1)=%, 
即 方程 e: 一 az*=0 在 单位 圆 |z1 <1 内 有 #% 个 根 。 : 
例 6.25 应 用 仍 软 定理 诈 明 代数 学 基本 定理 , 任 一 % 次 方程 
Qos + 181+ et Gus 一 0 《96720) 
有 有 且 只 有 到 个 根 ( 开 蛋 根 就 算 作 几 个 报 )。 
证 命 Fs) 一 os 9(3》 一 G120 十 十 Ba 当 和 六 在 充分 天 
的 而 阅 C0:1z|== 五 上 时 ,例如 取 
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时 >max| te eel, 1}， 


有 pt) 1 lol Rit e+ laslR+ lasl 
人 <alt +t (al) RB"! 
<laol EB"= 1f(z2)|, 
册 懈 黑 定 理 即 各 生 贺 |z] 到 五 内 ,方程 
HR dd F120 ror"=0 
有 相同 个 数 的 很 ， 而 00z" 二 0 在 1z| 二 五 肉 有 一 个 % 恒 根 z 一 0 ， 握 
址 原 ”次 太 程 在 |z|]<< 吓 内 有 % 个 根 . 
另外 , 在 贺 周 1z1 王 吾 上 ， 或 者 在 它 的 外 部 , 任 取 一 点 22， 则 
1z0|== 素 o 污 五, 于 是 
| agzn+ Grad li niso+ 4n] 
asd| |e l+ A238 2+: + orl 
el Re—(lol BET ol BSt "1a,1) 
> ol Be~—(lard + iesli -+|as]) Bo! 
> la RY—lal RS=0, 
这 说 明 原 % 次 方程 在 略 半 |z| = 总 上 及 其 外 部 都 没有 根 ， 记 以 太 
驴 识 方程 在 3 平面 上 少 且 只 有 ?个 很. 
例 6,26 试 证 : 方程 
27 一 53 十 12 一 [ 【6.327 
的 根 爹 在 贺 环 1 之 1z| 之 2 内 ， 
证 由 例 §.,23 知 方程 (6.32) 在 车 周 |z| =1 的 内 部 无 根 . 
又 在 回 周 lz1 一 2 上 
112—23 [12+ 13|?~=12+8=20<128=27= |s1i, 
. 硕 由 惨 风 定 理 , 方 程 (6.32) 的 ?了 个 根 全 在 
11a1<2 
上 . 但 当 |js1 = 工时 
27 a= [zatm1l< eliz)+1)=2, 
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ja 一 2 十 12| 守 12 一 12 一 23| 守 12 一 2==10 守 0. 
砍 方 程 [6.32) 的 根 全 在 图 环 1<1z1<2 内 . 

下 面 应 用 侍 于 定理 证 明 的 定理 是 单 叶 解析 函数 的 一 个 重要 性 
质 , 在 下 一 章 保 形变 换 中 要 用 ， 

定理 8.11 车 函数 帮 z) 在 区 域 已 内 单 时 解析 ， 则 在 如 内 
了 (51520。 

证 著 有 丈 的 点 az 使 六 (zo0 一 0, 则 zo 必 为 了 (2) 一 扩 20) 的 
一 个 了 级 零 虞 (rn 产 2)}， 由 零点 的 独立 性 , 帮 存 在 4 一 0, 使 在 圆周 
Cilz—al=6 上 上 

f(z)—f(z0)A0, 
， 在 0 的 内 部 ,f(z) 一 f(z0) 及 了 '(z) 无 异 于 各 的 零点 . 

合 觅 起 |f(2) 一 f(zo)| 在 QC 上 的 下 确 界 , 由 由 和 震 攻 定理 邯 
知 ， 当 5 之 I 一 a|< 之 % 时 ,f(z) 一 20) 一 8 在 加 周 C 的 内 部 亦 恰 
有 个 零 虑 ， 但 这 些 零 点 无 一 为 多 重点 , 理由 是 大 (2 在 吕 内 部 
有 除 ze 外 无 其 他 零点 ,而 20 显然 非 (2) 一 80) 一 6 的 零点 ， 

故 命 2 2 3) 一 了 tz0) 一 8 在 C 内 部 的 1% 个 相 异 
. 零 虎 .于 是 

了 (2 一 (20 十 让 (R=1,2,-*+,%). 
这 与 (2) 的 单 叶 性 般 设 矛盾 ， 
冷 在 区 域 吕 内 f(s) 0. 
思考 题 试 举 一 个 初等 尘 析 国 数 ,说 明定 理 6.11 的 逆 不 真 . 


第 六 童 习题 


《一 ) 
1. 求 下 询 函 数 了 (z) 在 指定 点 的 残 数 ， 


DG 在 st 
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管 ， Resf(2) = Res f=—l 了 


{2) 一 在 = natn=0; 士 1- 
答 ; Res Om 
(3) 上 一 在 =0 ,oo0， 


答 ，Resf(z) 一 一 二 


{4) € i 在 :=1,02，。 
营 ， Resf(z)=1, 
EF 


Eb 


{5) Ti 在 Conk 


(2 %}1 ， 
答 ， Res fz) 二 {n—l)i(nt1)1 * 


(6) 一 和 在 5 一 士 1ico， 


和 一 1 


答 ，Resf(2)=- 
2， 求 下 列 函 数 了 z) 在 其 孤立 奇 点 ( 筷 播 无 穷 远 点 ) 处 的 虐 数 (m 是 自然 


mm 。 1 
《1) £ Sin 一 。 


答 ， 品 为 奇数 时 ,Res fz) 二 03 


"为 人 殉 2k 时 ，ResJ(e) 22 上 DT 
2 
(2) TF 
和 
管 ， Resf(z) 一 一 :其 中 es 二 。 m1 
Res ft2) = 
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1 _ 
{2—a) "(zs—8) 
pe __ 1 1 

符 : Resf(z)= CHa 日 Res f(z)= Ba" 
zs*(2— xi) " 


答 ，Resf(z) 一 一 一 全 


$ 
Res fC2)— 
计算 下 列 各 积分 ， 
经 1 e*! 
(1 人 《3) 二 TT es 


dg 2 2 3 1 
【3 人 十 富 一 人 十 池 有 


(rth ni—19 xr—241), 


ds /lal<t 加 
(C4) en (a (190 为 自然 数 小 


: (1) 0 (C2) sin ty (3 ~ ai (C4) 6. 


4。 求 下 列 各 积分 之 值 ， 
dr 
《2 十 3 Scosw) 


(全 人 (>D;(2) 全 


《3》 Peer {a 为 实数 且 吕 和 加 )。 


篇 ， {1) s (2) dr (3) zi(a>0)s — xitac0). 


7 

5， 求 下 列 各 积分 
+ FE 十 四 x 

(1) 了， IC) os (2) i 


es 这 Sin MT mm 0. 
《3) 全 “人 TICs) TT) 27 (人 上 za ag>0:" 
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答 : (1) 二 5 (2) 2 (3) -Ge 一 1)) 


丘 ， 仿 梧 例 68.15 的 方法 计 算 下 烈 积 分 ， 


Sin x tw in 
of ya (>0， (9 f, a 
aa 打 3 

答 : (1) Fe 7 02) 1- 直 ). 


7， 从 人 ea 山 败 ,其 中 0 是 如 图 6.15 所 示 之 图 线 (Y 万 洛 正 实 轴 


到 正 值 ), 证 明 
tm Cos 下 +wm &j 诈 而 
0 Vg az。 Vr F 2” 


r<l<R 
图 8.15 图 68.16 


8. 从 .生生 和 出 其 中 C 是 如 图 6.16 所 示 的 力 绕 证明， 


六 二， 


人 Ea 


» (1+ 人 vw)” 


i VE 
ji 
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3. 证 明 


1 dw x 
-J (1 i Ta 和 2 2 
拱 示 ; 取 辅 助 函 数 


1 : 
(1-2 1—sr 
沿 图 6,17 所 示 之 路 径 C 积分 ,其 中 根 式 是 沿 7 六 取 正 值 的 陡 一 支 。Cr，1s 十 
1} 二 rr 1 一 1 一 Ca |2[ 一 站 ,7 充分 小 ,此 充分 大 。 

10. 证 了 明 方程 


f(z)= 


C=z (4>1) 
在 单位 贺 1z1<.1 内 恰 有 一 个 禄 , 且 为 实 根 . 
il1， 证 盟 方 程 
es 一 64 一 个 【和 > 
在 单位 回 |s[<<1 内 有 个 极 ， 
12。 若 闵 z) 在 图 线 C 内 部 除 有 一 个 一 级 极点 外 和 解析, 且 连 绪 到 0, 在 人 
上 |f(z) 1 三 1, 证明 
fa)=a (lal>1) 
在 如 内 部 恰好 有 一 个 报 ， 
提 孙 :; 用 旺角 原理 证 明 
Na a 0 — PI —40)=0, 
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a 


13- 车 天 2z) 在 围 线 0 内 部 除 可 能 有 极点 外 解析 且 连 续 到 避 , 试 证 ， 

C1) 车 zaEG 时 ;1FCz)1 过 1, 则 方程 Fz)=1 在 的 肉 部 根 的 个 数 , 等 于 
大) 在 人 的 内 部 的 极点 个 数 ， 

(2) 若 sEC 了 时 ,f(z)1 之 1, 则 方程 玉 2)=1 在 C 的 内 部 很 的 个 数 ,等 于 
了 .2) 在 C 的 内 部 的 零点 个 数 ， 

14, 设 w(2) 在 GC，1z1=1 内 部 解析 , 且 连 续 到 0, 在 C 上 |p(z)|<<1， 
试 证 ; 在 妃 内 部 只 有 一 个 点 sl 使 wt{z0) 二 21。 


(二 ) 

1. 计算 积分 
(1) ss 

Gilzins Tsing 

疡 
人 1 El=2 2 一 人 
好 各 ， 

《3) GT eC ay 

Cr:]El=#$ 


(4) 人 二 全 区 一 > 


《5) 全 ， 和 (a>0,5>0), 


了 i — 
答 : (DD) 一 zi} (2) 0; (3) CG! 


(4) } (5) 3 


让 _. 
2V atat1) 
2. 计算 积分 
1 本 下 
了 5 人 有 (一 3) 


其 中 et =1: #EC. 
， 设 天 DD 在 |z| 之 1 内 解析 ,在 |z] 三 1 上 连续 , 试 证 ， 


4 la f(z = 1#1 fo 二 和 Jae， 


“2210 


一 一 一 


其 中 2 属于 女 的 内 部 。 
4. 试 证 ， 


i 1 Ze 人 
{2} 2 xi 了 二 和 二 
这 蛙 马 是 国 绕 珠 点 的 一 条 国 线 。 
8。 试 证 ， 含 虚 ce 的 这 域 的 残 数 定理 (在 例 56,20 中 列 出 并 引用 过 )。 
6. 试 证 ， 
了 一人 eeeos 《38 一 sin §) 64 一 二 工 。 
提示 ， 迪 虚 亏 十 i， 其 中 
1 人 ein gsin 0)a0, 


7， 设 函数 fz) 在 |z| 志 r+ 上 解析 ,在 |z1=r? 上 下 3) 天 0。 斌 证， 在 |z| = 
7 上 ， 


F(z) 
Rel z 开光 


的 最 火 秆 至 少 等 子 所 妇 在 1251<r 内 的 零点 个 数 ， 

殷 示 ， 应 用 定理 和. 和 

8. 设 避 是 一 条 国 线 , 且 设 

(12) f(z2) 合 定理 6.9 的 条 他 [er ( 声 ==14,2,0，* ,加 ) 汐 了 (20 在 内 部 的 不 
筒 的 零点 ,其 级 入 应 为 mi BBB， (二 1;2y' ;99) 为 了 #5) 在 局内 部 的 不 同 的 极 
点 :其 级 相应 为 mp:]} 

《2) qt22 在 闲 域 (CGC) 上 解析 ， 
则 有 { 试 证 ) 


oe FE 2 we (0 一 天 meG2) 
《这 是 定理 6.9 的 推广 ,gq(z) 二 1 时 就 是 定理 6.9)。 
9. 设 0 是 一 条 围 线 , 且 设 
(1) 失 ) ,p(s) 在 C 内 部 除 可 能 有 股 点 外 解析 , 且 连 续 到 0， 
(2) BOD I> ie 
班 { 试 证 ) Ce 二 oz ,0 — Pz)+ ts) 0 
= NC 0) — PU) 0), 


= 266 = 


《这 是 需 歇 定理 的 推广 形式 )， 
10。 和 如果- 多 ， 试 证 方程 


ez 一 62 8 为 正 整 数 ) 
在 加 |z1< 之 RB 内 恰 有 个 根 ， 
1i， 试 证 方程 


sin z=22—7 5 十 1 
在 瘟 位 本 [zf<1 内 恰 有 一 个 要 ， 
提示 ， 应 用 第 二 意 习 是 (二 )5。 
12。 试 证 方程 
5 十 3 一 好 《0>]) 
在 有 Re 22>0 办 只 有 一 个 根 , 且 为 实 根 。 
13. 方程 对 一 8 2 十 了 0 一 自 
在 贺 ]z|<<1 与 在 匮 环 1<]21<3 内 各 有 几 个 很? 
答 ， 前 者 无 根 ;后 者 有 4 个 根 ， 
14。 应 用 刁 加 定 理 证 明 例 3.11. 


15, 设 品 是 转 线 局 的 内 部 ,f(z) 在 浅 域 避 = 吃 -0 上 解析 。 试 证 ， 


内 不 可 能 存在 一 点 a 使 
[Fay la) (GEC, 
16， 设 (1) fz) 在 点 2 解析 ,f(z1) 二 wos 
(2》 f(z) 一 po 以 zo 为 加 级 零点 ， 
试 证 ， 洲 于 充分 小 的 e 六 9 能 确定 52>0， 使 对 满足 Ja 一 we| <6 的 @， 
六 z) 一 4 在 加 1z 一 2| 太 s 内 协 有 个 一 级 零点 ， 


在 下 


时 


函数 
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第 七 章 保 形 变换 


我 们 在 第 一 章 兽 经 说 过 ,一 个 复 变 函数 w= 二 J(z) (3 生硬)， 从 
刀 何 观点 看 来 ,可 以 解释 为 从 = 平面 到 也 平 而 之 间 的 一 个 变换 . 
本 章 将 讨论 解析 函数 所 构成 的 变换 (简称 解析 变换 ) 的 某 些 蛋 要 特 
性 ， 我 们 将 看 到 ， 这 种 变换 在 导数 不 为 零 的 点 处 共有 一 种 保 角 的 
特性 , 它 在 数学 本 身 以 及 在 解决 流体 力学 、 弹性 力学 , 电学 等 学 科 
药 某 些 实际 问题 中 ， 都 是 一 种 使 问题 化 繁 为 短 的 重要 方 活 . 


8 1. 解析 变换 的 特性 


1. 解析 变换 的 保 域 性 

定 二 7.1《 保 域 定理 ) 设 包 二 了 (z) 在 区 域 呈 内 解析 且 不 恒 为 
常数, 则 五 的 象 昌 = 了 (DD) 也 是 一 个 区 域 . 

证 首先 证 明 G 的 每 一 点 帮 是 内 点 。 设 woEG， 则 有 一 点 z 
蕊 万 , 佐 wo 二 (zo0)， 要 汪 wo 为 如 的 内 点 ， 只 人 须 证 明 也 。 与 wo 充 
分 接近 时, 外, 亦 属 了 于， 天 是 说 ， 只 须 证 明 ， 当 zw 与 wo 充分 接 
这 上 时， 方程 如 se 一 fs) 在 石 内 有 解 ， 为 此 , 考查 

ts) —we = fz) 一 名 0 十 说 9 一 名 wy 
由 解析 请 数 零 点 的 孤立 性 ， 必 有 以 2 为 心 的 基 个 图 周 C ,0 及 C 
的 内 部 人 金 含 于 ;使 得 fs) 一 wo 在 C 上 及 局 的 内 部 ( 除 so 外 ) 均 
不 为 零 ， 因 而 在 CC 上 [f(s) 一 wo| 宇 85>0。 对 在 邻 域 ]os 一 2 二 
下 内 的 点 中, 及 在 C 上 前 点 2 有 

1 了 (2 — wo o> | — wol. 

因此 根据 前 一 章 的 笑 软 定理， 在 CC 的 内 部 

f (2)—w, = [f(a)— wt wo— 
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与 f(2)— wo 
有 相间 前 零点 个 数 。 于 是 包 。= 二 1 和 宇 卫 册 有 解 ， 

其 次 ;要 证 著 如 中 任意 两 点 名 /三 f(z21); 负 2 二 了 (2#2) 均 可 以 用 一 
条 完全 含 于 G 的 折线 联结 起 求 ， 为 此 ,出 于 呈 是 区 域 , 可 在 五 内 取 
一 条 联结 zi、sa 的 折线 C:s=z(t) [i 和 1， Z{f1) = 21, 2tta) = 
22j]。 于 是 ,本 :路 二 了 [zs( 和 (tf 委 {所 纪 ) 就 是 联结 过 ,WW 的 并 且 完 
全 舍 于 如 的 一 条 则 线 ， 从而， 参照 柯 西 积分 定理 的 古 荡 证 明 第 三 
步 ,可 以 找到 一 条 联结 由 ,名 ;, 内 接 于 六 上 且 完全 含 于 局 的 折线 站 1. 

总 结 以 上 两 点 ; 即 知 G 二 f(D) 是 区 域 

推论 ?7.2 设 包 = 了 (#) 在 区 域 DD 内 单 叶 解 析 , 则 五 的 则 合 一 
了 { 吃 ) 亿 是 一 个 区 域 . 

证 款 f(z) 在 区 研 必 内 单 叶 , 必 f(s。 ) 在 内 不 恒 为 常数 , 

. 注 定理 7.1 可 以 推广 成 这 样 的 形式 ,“tw= 二 f(z) 在 扩充 z 平 
面 的 区 域 记 内 除 可 能 有 和 极点 外 处 处 解析, 且 不 位 为 常数 , 则 如 的 象 
如 二 f(DD) 为 扩充 包 平 面 上 的 区 域 ，” 

上 一 富 末 , 我 们 证 明了 单 叶 解析 函数 鸭 一 个 重要 性 质 , 定理 
6.11, 下 而 我 们 引出 男 一 个 定理 , 列 入 本 人 沈 习 题 (二 )1, 让 读 省 自己 
证 明 . . 

定理 ?.3 设 汞 数 世 二 f(z) 在 点 6 解 析 , 且 f(z0) 才 9, 则 
f(z) 在 2 的 一 个 邻 域 内 单 叶 解析 ， 

由 此 可 见 , 合 本 定理 条 件 的 解析 变换 多 二 了 (2) 将 zo 的 一 个 充 
分 小 邻 域 变 成 wo 二 (#0) 的 一 个 曲 边 邻 域 , 

2. 解析 变换 的 保 角 性 一 一 导数 的 几何 意 况 

更 多 = 六 让 于 区 域 刀 内 解析 ,5 人 已 ,在 点 2 有 导数 六 (co 天 
0。 通 过 ze 任意 引 一 条 有 向 光滑 曲线 

C:2=2(D) {tot), 
zo 二 z(t0)。， 导 必 z'(0) 存 在 且 2 (0) 了 关 0, 从 而 由 第 二 党 习题 (一 ) 
1;C 在 6 六 切线 ,#'(t) 就 是 朗 镶 是, 它 的 售 角 为 =arg % 人 #0). 
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经 过 灾 换 ww 二 12),C 之 和 曲线 全 == 了 1(C ) 的 参数 方程 应 为 
Diwaliz(t)] (oteh) 。 
由 定理 7.3 及 第 三 帝 习 题 (一 )13, 厂 在 点 如 os 人) 的 邻 域 
内 是 光 背 的 。 叉 册 于 志气 才 ) 二 (zo}a 0 天， 页 天 在 mp 三 于 (中 
也 有 场 线 ，w'(t0) 就 是 切 向 晤 ， 其 颁 角 为 
P=argw'(to) =—argf’ (20) + arg2’ (to), 


最 Voy+argl’ (a0), 

假设 f(z0) = Re”, 

WE [f(z [= BRB,argf’(s0)=a, 

于 是 VY y= (7.1) 
， ¢ © F ® 


Ei 十 真 妆 

w= 7(z) tw +t Bu 

2 I : 

季 

总 区 QO 
图 ?.1 
且 tim | A | p20. (7.2)- 
西 去 -站 有 | 


如 果 我 们 假定 x 辆 与 x 轴 、y 轴 与 u 轴 的 正方 向 相同 ,而且 
将 原 曲线 的 切线 正方 向 与 变换 后 象 曲线 的 切线 正方 向 间 的 夹 角 ， 
理解 为 原 曲 线 经 过 变换 后 的 旋转 角 ， 则 

(7 .1 说 明 , 象 曲线 厂 在 点 wo= 了 (260) 的 切线 正 向 ， 可 由 原 银 
曲线 C 在 点 so 的 切线 正 向 旋转 一 个 角 argj/(zo) 得 出 ，argp2(zo) 
仅 与 so 有 关 , 而 与 过 so 的 曲线 0 的 选择 无 关 ， 称 为 变换 w 二 f(z) 
在 点 sa 的 旋 转角， 这 也 就 是 导数 幅 角 的 几何 价 义 . 

(? .2) 说 明 , 象 点 间 的 无 穷 小 距离 与 原 象 点 问 的 无 穷 小 距离 之 
比 的 极限 是 召 = 1f(zo)|, 它 仅 与 a 有 关 , 而 与 过 和 的 曲线 C 之 


方向 无 关 . 称 为 变换 三 了 (z) 在 点 zo 的 伸缩 率 ， 这 化 就 是 导数 模 
的 几何 坊 义 ， 

上 上 面 反 型 的 旋转 角 与 C 的 选择 无 关 这 个 性 质 ， 称 为 旋转 角 不 
变性 ;伸缩 率 与 C 的 方向 无 关 这 个 性 质 , 称 为 伸缩 率 不 变性 ， 

从 几何 意义 上 春 ; 如 果 忽 略 高 阶 无 穷 小 ， 伸缩 率 不 变性 就 表示 
w 二 f(z) 将 z=z6 处 的 无 穷 小 的 圆 变 成 w= 二 wo 处 的 无 穷 小 的 国 ， 
其 半径 之 比 为 17 (so)|， 


上 上面 的 讨论 说 中 解析 函数 在 三 有 旋转 人 角 
不 变 柱 各 伸缩 


例 了 .1 试 求 恋 换 ww 二 了 (2) 二 2? 二 25 在 点 有 二 一 1+2i 外 的 
旋转 角 ， 并 且说 明 它 将 z 军 面 的 哪 -一 部 分 放 次 ? 哪 一 部 分 缩 
小 ? 

解 因 了 (的 一 2 43+2—=2{7+1), 

fC(—1+2i=2(—1+21r1)=4i, 
故 在 点 一 1+2; 处 的 旋转 角 =argj {一 1+2 让 一 也 
又 因 ] f(z)|= 一 2V 0 十 TY ;这 里 z 二 xiy, 而 jf 了 (5)] 


二 1 的 充 要 条 件 是 :st Dt 


均一 (2)==223+23 把 以 一 + 为 心 ,地 为 半 丛 的 轩辕 内 部 缩小 ， 


外 部 放大 . 
了 现在， 我 们 再 继续 上 面 的 讨论 ， 
经 点 zo 的 两 条 有 各 曲线 ClCa 的 切线 方向 所 构成 的 角 , 称 为 
两 曲线 在 该 点 的 夹 朋 。 今 设 Ci(Gi=1,2) 在 点 aa 的 切线 倾角 为 上 
(=1:2)5C; 在 变换 ww 二 了 (z) 下 的 象 昌 线 站 ;在 点 wo 二 f(z0) 的 
切线 倾角 为 四 :i 二 1,2), 则 由 (7. 了 7 有 
Wil=e p= 
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即 有 有 Wp pa, 
所 以 

VV = $=6. 
这 里 加 一 箔 是 Oi 和 Cs 在 点 zo 的 夹 角 ( 反 时 针 方 向 为 正 ), 一 
小 ;是 本 和 了 ;在 象 点 wo 二 f(z0) 的 类 角 ( 反 时 针 方 向 为 正 )。 由 
此 可 见 , 这 种 保 角 性 既 保 持 夹 角 询 大 小 ,又 保持 严 角 的 方向 (图 
7.2), 


wofis} 


图 7.3 


定义 7 了 .1 者 函数 2 三 所 2 在 点 0 的 邻 域内 有 定 久 ,上 且 在 点 
2 具有 : 

(1) 伸缩 来 不 变性 ; 

(2) 过 so 的 仔 意 两 曲线 的 夹 角 在 变换 = 了 (tz) 下 , 既 保 持 大 
小 ,又 保持 方向 
则 称病 数 二 一 在 起 a 全 全 区 用 了 (38) 在 上 20 的 全 全 


TT 


A 


re ne. 怠 保 衣 变 


次 。 
”总 结 以 上 的 讨论 ， 我 们 得 到 

定理 9.4 如 w= 了 (2) 在 区 域内 解析 , 则 它 在 导数 不 为 堆 
的 点 处 是 保 角 的 ， 

从 而 在 这 些 点 的 各 自 完 分 小 邻 域 内 也 是 保 角 的 (何故 ? )， 


推论 7.5 如 凤 =f(5) 在 区 城 厂 内 单 叶 解析 , 则 w= 了 (#8) 在 
五 肉 是 保 角 的 ， 
证 闵 由 定理 6.11, 在 五 内 产 (2) 天 由 
例 7.2 试 证 :w=e" 将 互相 正 交 的 直线 族 Rez=01 与 Imz 
= 一 Ca 依次 变 为 百 相 正 交 的 直线 族 ?一 xztg Ci 与 四周 族 
Di 


证 让 次 直线 族 Re z=0 上 与 Im# 二 Cs 


Ww 二 8" 
下 ,有 Wit ecreio, 
邯 有 象 曲线 族 


ges Ee 
Di 2 ez arctg 7 =O 


外 解析, 且 


由 于 在 = 平 丙 上 e “处 


ww 
下 


所 以 在 色 平 面 上 圆周 族 


2 + 人 2 一 e209 


b=utgi 

也 是 世相 正 交 的 . 

3。 单 叶 解 析 变 换 的 保 形 性 

定义 了 -2 各 果 名 二 A(z) 在 区 域 了 内 是 童 叶 且 保 朋 的 , 则 称 
此 变换 w 一 f(z) 丰 记 内 是 保 形 的 ， 也 称 它 为 D 内 的 保 形 变换 ， 

例 9.3 讨论 解析 图 数 w==z"(n 为 正 整 数 ) 的 保 角 性 和 供 形 
性 . 

解 《1) 因为 


(20), 
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均 名 =z* 在 :平面 上 除 原点 <=0 外 ,处 处 都 是 保 朋 的 ， 

(2》 由 干 w=z" 的 单 叶 性 区 域 是 顶点 在 原点 张 度 不 趋 过 了 六 
的 角形 区 域 ， 故 在 此 角形 区 域内 w=z* 是 保 形 的 ， 在 张 度 超过 
在 的 角形 区 域内 , 则 不 是 保 形 的 ,但 在 其 中 各 点 的 邻 域内 是 保 形 
的 {出 定理 7.3 ). | 

定理 7.6 设 名 = 了 (2) 在 区 域 吕 内 单 叶 解析 。 则 

(1) w= 了 (2) 将 妃 保 形变 换 成 区 域 G 一 (DD). 

(2) 反 函 数 :于 Kow) 在 区 域 CG 内 章 叶 解析 ,了 [ 

fv(w) py ED wf (0) EG)， 

证 (1) 出 推论 7.2,G 是 区 域 , 坟 堆 论 7,5 驴 定义 7,2; 二 
f(z) 将 加 保 形变 换 成 G. 

(2) 由 害 理 6,11,f/(z0) 关 0(z0E DD), 叉 因 w 一 了 f(z) 是 卫 到 G 
的 单 叶 满 变 换 ,因而 是 到 0G 的 一 一 变换 ， 于 是 , 当 wzwo 了 时， 
zz0; 即 反 匡 数 = 了 -1(w) 在 区 域 G 内 单 叶 ， 故 


fw) mfiw) 5 一 2 1 
PO Wo 说 一 名 中 一 礼 六 
名 一 20 


由 假设 用 3) 二 W(t, 二 iw(w YY) 在 区 域 石 内 解析 ， 即 在 五 内 湾 
旦 已.-R， 条件 


时 一 人 
1 _ 
夏 Yr Wy | 一 | Ws Ps = 如 人 十 v2 
vs Py) ps Wy 
= | ivs | = 1 (2) | AA0, (2zED) 


由 数学 分 析 中 隐 冰 数 存在 定理 ， 在 在 两 个 函数 


及 一 此 (人 9) yy ) 
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在 点 wo=Wot io 及 其 一 个 邻 域 本, (wo) 内 为 连续 。 即 在 邻 域 
WCwo) 中 , 当 ww>wWo 时 , 必 有 4 二 了 1w)>40= 站 1wo). 
牙 jm io) 一 fo 1 


Wi ion ww wo lim 说 一 220 
-8a0 号 一 总 


1 1 
Tm FIO) 一 了 (0 
了 -32 B&D 


即 fr! (wo) = py ED wo fa) EO). 


由 于 wo 或 zo 的 任意 性 , 即 知 z= 入 w) 在 区 域内 解析 ， 

注 DD. Menchoff 曾经 证 明 本 定理 (1) 款 之 逆 亦 真 ， 即 "如 
tw 二 了 (2z) 将 区 域 马 保 形 变 措 成 区 域 呈 , 则 多 = 了 (zs) 在 内 单 叶 解 
析 ,” 其 证 明 可 见 了 DD. Menchoff, Les conditions de menogénéité 
{ 蕴 演 性 条 件 ), 巴 黎 ,1936,39 页 及 以 后 . 

由 此 可 兄 , 保 形变 痪 ww 王 天 2 和 将 区域 六 保 形 变换 成 区 域 台 = 
DD), 而 共 反 函数 :二 三 (op) 将 区 域 G 保 形变 换 成 区 瑾 了 ,这 
时 ,区 域 马 内 的 一 个 无 穷 小 则 边 三 角形 8 变换 成 区 域 @ 内 的 一 个 
无 穷 小曲 边 三 角形 要, 由 于 保持 了 曲线 问 的 炎 角 大 小 及 方向 , 克 5 
与 4 相似 ”这 就 是 保 形 变换 这 一 名 称 的 由 米 ， 
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保有 形变 挽 理 论 的 基本 任务 是 , 结 定 一 个 区 域 DD 及 为 一 个 区 和 
如 , 取 求 找 出 将 五 保有 形变 换 成 G 的 函数 大 2 以 及 叭 一 性 条 他 .ff 
形变 换 的 这 种 一 般 理 论 , 我 们 将 放 到 8 4. 

显然 , 测 个 保有 形变 换 的 复 会 仿 然 是 一 个 保 形 变换 。 具 体 地 说 ， 
如 2 二 J(z) 将 区 域 马 保 形 变换 成 区 域 呈 ,而 风琴 (§) 将 巨 保 形变 
换 成 区 域 @, 则 包 王 帮 1#)]j 将 区 域 思 保 形 变换 成 区 域 。 利用 
这 一 事实 ,可 以 复合 车 干 基 本 的 保 形 变换 而 构成 较为 复杂 的 保 形 
变换 . 

下 而 82 及 和 旨 3 人 研究 线性 变换 和 由 东 星 初等 硝 数 构成 的 保 形 
变换 ， 它 们 在 保 形 变换 中 都 是 很 上 本 的 . 


52. 线性 变换 
1， 线 性 塞 换 及 其 分 解 
b 
人 总 四 
= , ~ad—bes0 (7.3) 


称 为 线性 变换 ， 简 记 为 如一 工 (s)， 


条 件 s4 一 0 天 0 是 必要 的 ， 否 则 将 导致 了 2) 恒 为 常 煞 ， 
此 外 ,我 们 将 (7.3) 式 在 扩充 z 平面 上 加 以 如 下 补充 定义 ， 如 


co 尖 0, 在 sz 一 一 全 处 定义 四 二 oo, 在 2 一 oo 处 定义 妈 一 上 ;如 一 0， 


在 :一 co 处 定 史 如 二 co 

这 样 ,我 们 总 认为 线 性 变换 世 二 上 (#) 是 定 关 在 整个 扩充 z 平 
面 上 的。 变换 人 (7.3) 将 扩充 三 平 而 一 一 地 因而 单 时 地 变 成 扩充 风 
平面 ， 事 实 上 ,7.3) 县 有 逆 变 换 


2 {7.4) 


wd * 
要 所 定理 7.1 的 注 ,线性 变换 (7.3) 在 扩充 z 平 疡 上 是 保 域 的 ， 
线性 变换 (7.3) 总 可 以 分 解 成 下 述 简单 类 型 变换 的 复合 
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(I》 如一 天 了 十 并 (AO), 
1 


《ID w =, 
事实 上 , 当 c =0 时 ,(7.3) 已 经 是 (I) 型 变换 
一 -和 全 
当 避 才 0 有 时, (7.3) 式 可 改写 为 
po 一 4 _ beead, 1 a 
We TEST 一 6 cordate 


它 就 是 下 面 三 个 形 如 (了 ) 和 (ID) 的 变换 


的 复合 . 

国 此 ,天 清楚 (DID 型 变换 的 几何 性 质 ,就 可 弄 清 楚 一 能 线 
性 变换 (7.3) 的 性 质 ， 

下 面 ,我们 来 考察 (1) 和 (DD) 型 变换 的 几何 意义 ， 

(I) 型 变换 如 一 Rs 十 匹 (8 天 0 可 称 为 医 线 性 变 扩 如 果 天 一 
pete(p>0,a 为 实数 ), 则 

二 pez+h， 

由 此 可 见 ， 此 变换 可 以 分 解 成 三 个 更 简单 的 变换 ， 旋转 、 伸 编 和平 
稳 ， 也 就 是 沉 将 旋转 角 府 &， 然后 作 一 个 以 原点 为 中 个 的 伸缩 
恋 换 ( 按 比 例 系 数 p) ,最 后 平移 一 个 向 且 (如 图 7.4, 此 图 是 将 原 
象 与 象 画 在 同一 平面 上 )，、 别 是 说 ,在 整 线性 变换 之 下 ,; 原 象 与 象 
相似， 不 过 ,这 种 变换 不 是 任意 的 相似 变换, 而 是 不 改变 图 形 方 问 
的 相位 变换 ，{ 如 图 7.4, 原 象 那 个 三 角形 的 顶点 硕 序 如 果 是 反 时 
镍 方向 的 , 则 其 象 三 角形 药 象 项 点 顺序 也 应 是 反 时 针 方向 的 。) 


(I) 型 变换 w= 三 可 称 为 反 演变 换 ， 它 可 分 解 为 下 而 两 个 
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图 7.4 压 了 .5 


= 
0= 3 (7.5) 


前 者 称 为 关于 单位 圆周 的 对 称 变换 ， 并 称 = 与 o 是 关于 单位 略 周 
的 对 称 点 ， 后 者 称 为 关于 实 轴 的 对 称 变换 ， 并 称 四 与 o 是 关于 
实 轴 的 对 称 点 ， 


已 知 点 z ,可 用 如 图 7.5 的 几何 方法 作出 = 二 ,然后 就 可 作 


出 zw 一 五 = 村 (如 图 7,5, 此 图 也 是 将 象 与 原 象 丽 在 同一 平面 上 )， 


由 图 7.5 可 知 , 直 闻 三 角形 0#4 与 直角 三 角形 O4o 相似 ， 了 于 是 
上 


_ 工 121 
[| 1 


从 而 
ls11z| 二 1( 即 等 于 半径 平方 )， (7.6) 
并 且 @2,z 都 在 过 单位 园 回 心 0 的 同一 条 射线 上 。 这 就 是 ,2 关 
于 单位 圆周 对 称 的 性 质 . 
另外 ,我 们 还 规定 圆心 0 与 点 oo 为 基于 单位 圆周 的 对 称 点 . 
例 7.4 试 证 , 除 司 等 变换 刀 =2 之 外 ,一 切线 性 变 换 (7,3) 
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恒 有 二 个 相 蜡 的 或 一 个 二 重 的 不 动 点 ( 即 在 线性 变换 下 , 变 成 自己 
的 点 ). 


证 线性 变换 
=22 十 (ad 一 5 天 0) (7.3) 
药 不 动 点 一 定 适 台 方程 
__ 0g 十 Bb 
. 62 十 六 
即 caa+Cad—a)z—b=0., (7.7} 


如 果 (7,.7) 的 系数 全 为 零 , 则 (7 .3) 就 成 为 但 等 蛮 换 志 =z， 故 
7 ,7?) 的 系数 不 能 金 为 零 . 
(1) 若 c 关 0, 则 (7.7) 有 二 很 


QtVA ,A=(a—ady? 


be 
了 十 452Cy 


F192 


当 Az0 时 ,(7.3) 有 两 个 相 异 的 不 动 点 31 和 zz。 
当 A=0 时 ,《7.3) 有 一 个 二 重 不 动 点 =< 
(2) 车 c=0， 这 时 (7.7) 成 为 (4 一 4)z 一 b=0， 


当 a 尖 dz0 时 ,(7.7) 有 根 z= 一 


a" 
这 时 (7.3) 成 为 
wet 吉 ， 
所 以 这 时 (7.3) 有 不 动 点 ?= 二 了 和 % 一 co。 


” 当 4=4 了 0 时 , 必 570。 不 动 点 
者 b 
训 二 = da 


辟 这 肝 (7,3) 以 # 二 00 为 二 重 不 动 筷 。 


一 避 ，, 
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2. 线性 变换 的 保 形 性 ”为 了 证 明 线 性 变换 (7.3) 在 扩充 z 平 
上 姑 保 形 的 ,我 们 只 要 证 明 人 和 (1)? 型 变换 在 扩充 z 平 断 上 是 
保 丰 区 ,因为 (3) 在 人 z 平面 上 是 单 叶 的 . 


对 于 GD 型 变换 o = 过 来 说 ,只 要 z 天 0,3 天 co, 则 有 


根据 定理 7.4, 即 知 在 :天 0,z* 尖 co 的 各 处 是 保 角 的 。 至 于 在 z=0 
及 == co 处 ,就 涉及 到 我 们 如 何 理解 两 曲线 在 无 穷 远 点 处 交 角 的 
意义 . 
由 于 第 五 澡 8 3 对 无 穷 远 点 情形 的 讨论 , 启发 我 们 有 

定义 7.3 二 曲线 在 无 穷 远 点 处 的 交角 为 a, 就 是 指 它们 在 
反 演变 换 下 的 象 曲 线 在 原点 处 的 交角 为 4. 


按照 这 样 的 定义 ,(ID) 型 变换 = 十 在 :=0 及 z=co 处 是 保 


角 的 ， 
因而 (1) 型 变换 在 扩充 2 平面 上 是 保 第 的 , 
下 面 我 们 米 看 ( 工 ) 型 变换 
好 一 太 2 于 天 (RR 尖 0) 
在 扩充 :平面 上 的 保 角 性 ， 
因为 


1 
-一 0， 


程 据 定理 7.4, 即 知 在 z 过 co 的 各 处 是 保有 的 . 
要 证 ( 工 ) 型 变换 在 z 二 co( 象 点 为 也 三 扣 ) 保 角 ,， 由 定义 7,3， 
我 们 引入 两 个 反 演变 换 ， 


A= _1 
= 二， Hy 
它们 分 别 将 = 平面 的 无 穷 了 这 点 保 角 变换 为 4 平面 的 原点 ! 将 


二 将 


包 平 面 韵 无 穷 远 点 保 角 变换 为 产 平 面 的 原点 ， 瑶 将 它 从 代 人 全 ) 
型 变换 得 

1 _ 1 . 

和 一 中 元 下， 
印 


2 
二 


它 将 4 平面 的 原点 4=0 变 为 站 平面 的 不 点 一 0. 
.而 


a (7.8) 


dp AATR—RA 1 RR 


_1 
Hi RATR) |, Rl 0 


歼 变 换 (7.8) 在 4 二 0 是 保 角 的 , 
于 是 (了 型 变换 在 := 名 是 像 角 的 ,因而 在 扩充 2 平面 上 是 保 
角 的 . - 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 
定理 7.7 线性 变换 (7,3) 在 扩充 :平面 上 是 保 形 的 ， 
3， 线性 变换 的 保 交 比 性 
定 叉 7.4 扩 这 平 面 上 有 顾 座 的 四 个 相 异 扣 #1;33;23;34 攀 
成 下 面 的 量 , 称 为 它们 的 交 比 , 记 为 (81,25, 35,24) 


2 一 ,23 一 名 
34 一 3 


(2j 23253234] 一 


当 四 点 中 有 一 点 为 有时， 应 将 包含 此 点 的 项 用 工 代 替 ， 例 如 如 一 
时 , 即 有 
1 . .1 


弛 
4 2 


《co 2 RI DE) 二 


亦 即 先 视 si 为 有 限 ,再 令 2 >o 取 极限 而 得 . 
定理 7,8 在 线性 变换 下 ,四 点 的 交 比 不 变 . ， 
证 设 四 


8 


癌 2; 十 内 


Wi Ta ,2,3,4, 
划 
(qo—Bbce)(s,—2z,) i . 
Wi Wa ta ta)’ C7.3) 
因此 


WO ,a 
C1 Wy We 名 宙 二 本 
Wa Wa Wy 


(7.9) 5 一 训 | 。 癌 3 一 六 1 。 
一 机 ~ {21,32128124) 。 
安生 一 这 全 吕 3 一 总 站 


其 他 可 能 情形 的 证 明 留 给 读者 . 

从 形式 上 看 :线性 变换 (7.3) 有 共有 四 个 复 参 数 a,5,5,9， 但 由 
条 件 a4 一 bc 隆 0, 可 知 至 少 有 一 不 为 零 , 因此 就 可 用 它 去 除 (7.3) 
的 分 子 及 分 母 ,于 是 (7.3) 实际 上 就 只 依赖 于 三 个 复 参 数 ( 即 六 个 
实 参 数 ). 

为 了 确定 这 三 个 复 参 数 ,由 定理 7.8 可 知 , 只 须 任 意 指 定 三 对 
对 应 点 ， 


ER ($=1,2,3) 
妈 可 . 因 信 


(W010 Ws) os 2 a2) 
就 可 得 到 变换 (7.3), 即 w= 二 (2)， 其 中 a,5,e,9 就 可 由 5 及 
wi 二 1,2,3) 来 确定 , 且 除 了 相差 一 个 带 数 因子 外 是 唯一 的 ， 
这 就 证 明了 ， 
定理 7.9 设 线 性 变换 将 扩充 z 平面 上 三 个 相 异 点 2a zay23 
指定 变 为 wi,ws,ws, 则 此 线性 变换 就 被 唯一 确定 ,并 且 可 以 写成 


馈 一 如 1 | 一 了 一 二 . | (7 10) 
ww WW FA ”3 一 2 ” 


《 即 三 对 对 应 点 唯一 确定 一 个 线性 变换 ). 
例 7 了 .5 求 将 2,1, 一 2 对 应 地 恋 成 一 1 ,i,1 的 线性 变换 ， 
解 ” 所 求 线 性 变换 为 


: 282 。 


To 


(1,i,1,w) = ,i,—2,2); 


加 w+1 1+1 2 一 2 .一 2 一 2 
WEI si -ai 


， 让] 1 一 33 2 一 2 
化 简 为 wi 
。 刀 十 1 | (1-+32)(z—2) 
于 是 wtl—iw-ts -F322)—d(2a—t)’ 
| 2 一 日 卫 
化 简 后 得 ws. 


4. 线性 变 撞 的 保 轩 于 (加 ) 性 ” 形 如 (了 nD 的 整 线性 变换 , 显然 
将 贺 周 (直线 ) 变 为 避 周 (直线), 这 可 出 变换 (了 DD 的 几何 总 六 得 知 . 
形 如 (ID 的 反 演 变换 将 贺 周 (直线 ) 变 为 图 周 或 直线 ， 事 实 
上 ,加 局 或 直 线 可 下 为 ( 见 第 一 章 避 题 ( 一 )8) 
Azs2+ Bz+B3+0=0, (C7.11) 
(4 ,0 为 实数 , 1812>4C) 


当 4= 0 时 就 表 直 线 ， 经 过 变换 ww 一 过,(7.11) 成 为 


CwB+ Bi+hwt+A=0, 

它 表示 直线 或 圆周 ( 视 C 是 否 为 鹤 而 定 ). 

因为 线性 变换 (7,3) 是 几 个 (了 和 (11) 型 变换 的 复合 ,这 样 , 我 
们 就 证 明了 

定理 97.10 线性 变换 将 平面 上 的 区 周 ( 直 线 ) 变 为 图 周 或 由 
线 ， 

注 在 扩充 平面 上 ,直线 可 视 为 经 过 无 穷 远 点 的 加 局 .事实 
土 ,(7.11) 可 改写 为 

4 +E E+ 人 = 

欲 其 经 过 co ,必须 且 只 须 4 二 0， 因 此 可 以 说 ， 在 线性 变换 (7.3) 


下 ,扩充 = 平面 上 的 圆周 变 为 扩充 几 平 而 上 的 图 周 ,同时 ,加 被 保 
形变 换 成 网 ， 


0， 


23。 


这 就 是 线性 变换 的 保 辕 周 ( 圆 ) 性 . 

设 岂 = 工 (z) 是 一 线性 变换 ,y 为 扩充 z 平 面 .上 的 一 个 圆周 ， 
则 研一 工 (y) 是 扩充 名 平面 上 的 一 个 癌 周 。 由 于 扩充 平 面 被 圆周 
划分 为 两 个 区 域 ,如 ?分 扩充 z 平面 为 区 域 中 ,sy 厂 分 扩充 思平 
而 为 DD;; 则 我 们 可 以 断定 必 的 象 必 然 是 D, 和 Ds 中 的 一 个 ， 
而 Q; 的 象 蚌 D1 和 六 ;中 的 另 一 个 ， 为 了 确定 对 应 的 区 域 ,有 两 个 办 
污 ; 其 一 是 ,在 一 区 域 ,例如 四 中 ,了 一 点 #0; 如 如 0 二 上 (20) E Di 
则 可 以 断定 万 ;一 工 (@) ;否则 ,D2 一 (41)， 另 一 办 法 是 ， 在 ?上 
任 取 三 点 21,%9,23;y 使 沿 zi ;82,33 绒 行 时 ,号 在 观察 尝 的 万 方 , 沿 
对 应 的 ws 外 2, 如 s 弹 行 厂 时 ,在 观察 省 左 方 的 那个 区 域 就 是 #1 的 
象 ， 其 理由 如 下 ， 过 有 % 作 了 的 一 段 法 线 %, 使 # 含 于 而 (图 7.6)， 
于 是 顺 着 wsa;ss 和 看 ,4 在 观察 都 左 方 . 所 的 象 访 二 上 (nn) 是 过 zi 
并 与 瑟 正 交 的 一 段 贺 莪 (或 直线 段 ) ,由 于 在 3 的 保 角 性 , 顺 着 zi， 
zz2,23 看 ,六 也 应 当 在 观察 者 的 左 方 ， 因 此 ， 在 ztyzayzs 左 方 的 
那个 区 域 就 是 4 的 象 ， 


图 7.6 
反之 ， 在 扩充 平面 上 给 定 区域 4 及 吕 , 其 边 办 都 是 圆周 ， 赐 
2 必然 可 以 保 形 变换 成 D。 线 性 变换 就 能 实现 , 且 在 一 定 条 全 下 ， 
这 种 线性 变换 还 是 唯一 的 . 
5。 线 性 变换 的 保 对 称 小 性 ”在 第 一 段 中 ,我 们 曾经 讲 过 关于 
单位 图 周 的 对 称 点 这 一 概念 , 现 推广 如 下 ， 


8 全。 


定义 了,5 si,z? 基 于 圆周 ?:|1s 一 4 一 品 对 称 是 指 zs: 部 , 
在 过 圆心 ea 的 同一 条 射线 上 ,是 合 
[a—aliss—a{= Bt. (7.6)° 
此 外 ,还 规定 贺 心 a 与 虚 s 也 是 关于 ? 为 对 称 的 ， 
出 定 儿 有 即 知 ,31,2; 甘 于 加 局» |z 一 | 二 主 对 称 , 必须 目 只 须 
RR: 


总 1 一 在 ” 


训 s 一 让 一 (7.5)" 


下 述 定 理 从 几何 方面 说 明了 
对 称 点 的 特性 . 


图 了 .3 


定理 7.11 扩充 :平面 上 两 上 *1,3; 关 于 圆周 对 称 的 充 要 
条 件 是 ,通过 2z),#; 的 任意 圆周 都 与 ? 正 交 ， 

证 当 *? 为 直线 的 情形 ,定理 的 正确 性 是 很 明显 的 。 我 们 只 
就 7 为 有 限 贺 司 1z 一 91== 请 的 情形 予以 证 明 ( 图 7.8). 

必要 性 : 设 2 ;zs 关于 圆周 YY; 1s 一 4| 二 及 对称 。 则 过 2 的 
直线 必然 与 ? 正 交 ( 接 对 称 点 的 定义 ,21,23 在 从 4 出 恬 的 同一 条 身 
线 上 上). 

谈 5 是 过 si7zz 的 任 一 圆周 ( 非 直线 )， 由 6 引 5 的 切线 6 
为 切 点 ， 出 平面 此 何 的 定理 得 

ls—al?=|a—0l|s—al, 


但 由 zz? 基 于 加 周 ? 对称 的 定义 ,在 
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[zallzal= Ri?. 

斯 议 1 一 4 一 吾 ， 
好 是 说 a6 是 圆周 ?的 半径 ， 困 此 5 与 ? 正 效 ， 

充分 性 , 设 过 zl ;2 的 每 一 圆周 者 与 ? 正 交 ， 过 有 ,2 作 一 图 
周 ( 非 直线 )6, 册 5 与 ? 正 交 ， 设 交点 之 一 为 5; 则 7 的 半 答 a 必 
为 6 的 切线 ， 

联结 st 382, 延长 后 必 经 过 4 (因为 过 2452? 的 直线 与 ? 正 交 ) , 
于 是 32 在 共 册 发 的 同一 条 射线 上 :并 且 由 平面 几 人 简 的 定理 得 

Ri-= li—al?=|z1—allzss—al. 

周 此 ,#1,*2 尖 于 圆周 ”对 称 . 

下 述 定理 就 是 线性 变换 的 保 对 称 点 性 ， 

定理 7,12 设 扩充 平面 上 两 点 si,2sz 关于 图 周 ” 对 称 ， 
好 过 了 人为 一 线性 变 罗 , 则 志 1 二 工 (20) ,出 ;二 工 (21) 两 点 基于 陋 周 
了 二 (9) 为 对 称 ， 

证 设 A 是 扩充 多 平面 上 经 过 wi,ws 的 任意 加 周 ， 此 时 , 必 数 
硅 在 一 个 贺 周 8, 它 经 过 z4,32, 草 健 A==Lt6)， 因 为 st:za 尖 于 和 
对 称 , 故 由 定理 7,11 ;6 与 ? 正 交 ， 由 于 线 性 变换 刀 = 工 (z) 的 保 
角 性 ,A= 荆 (5) 与 荆 == 工 (7 ) 亦 正 奖 这样, 再 由 定理 ?7.11 即 知 
zz 甘于 二 一 工 (7 对称. 

5. 线性 变换 的 应 用 ”线性 变换 在 处 理 边 界 为 贺 绝 或 直线 的 
区 域 的 变换 中 ,有 具有 很 大 的 作用 ， 

下 面 三 例 就 是 反 里 这 个 事实 的 重要 特例 ， 

例 了 .6 把 上 半 “* 平 胡 保 形变 换 成 上 学 刀 平面 的 线性 变换 可 
以 写成 

_ 巡 十 瑟 
C2 十 信 ” 
共 中 &#,8,6;98 是 实数 , 且 福 足 条 件 
ad—bc >0, (7.12) 
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事实 上 ,所 述 变 换 将 实 轴 变 为 实 轴 , 母 当 * 为 实数 时 


dw ad-be 
dr ata, 


即 实 灿 变 成 实 轴 是 同 向 的 (如 图 7.9), 因 此 上 半 * 平面 保 形变 成 上 
半 妈 平面 ， 


Imw>0 
锋 7.9 
注 ”满足 条 件 (7,127 的 线性 变换 也 将 下 半 平 面 保 形 变换 成 下 


半 平 面 ， 
例 7.7 求 出 和 将 上 平平 面 Im s 站 0 保 形 恋 换 成 单位 国 |w| . 
之 1 的 线性 变换 ,并 使 上 上 半生 面 一 点 2 二 alIme 半 0) 变 为 中 = 
解 ” 根 据 线 性 变换 保 对 称 点 的 考 质 ,点 4 关于 实 轴 的 对 称 点 
5 应 该 变 到 二 和 关于 单位 圆周 的 对 称 点 w= ce。 国 此 ,这 个 变 
换 应 当 有 上 县 有 形式 ， 
一 
名 一 如 


其 中 天 是 常数 .大 的 确定 ,可 能 实 轴 上 的 一 点, 例如 s 一 0, 变 到 单 
位 圆周 上 的 一 点 


外 一 天 » . 


因此 


7 * 


所 以 ,可 以 令 R=e 从 有 是 实数 ), 最 后 得 到 所 要 求 的 变换 为 


立 一 


名 一 8 2-(Ima>>0)。 (7.13) 


在 变换 (7.13) 中 ， 名 使 4 入 8 证 了 ,还 有 -个 实 参数 要 确 
定 。 为 了 确定 此 B ,或 者 指出 实 轴 上 一 点 与 单位 圆周 上 茶 点 的 对 
应 关系 ,或 者 指出 变换 在 24 处 的 施 转角 argw‘(4a)，( 读 省 可 以 


验证 ,变换 (7,13) 在 = 4a 处 的 旋转 角 argzo'(a) = 一 地 ) 


例 7.8 求 出 将 单位 贺 |z|<<1 保 形 变换 成 单位 贺 |wi < 的 
线性 变换 ,并 使 一 点 x 二 a{1a| 过 1) 变 到 w= 
解 ” 根 据 线 性 变换 保 对 称 点 的 性 质 , 点 a 《不妨 假 设 e 天 0) 关 


于 单位 略 周 |2|=1 的 对 称 点 a” 一 寺 -, 应 恋 变 成 一 0 关于 单 位 图 
周 |z| = 1 的 对 称 点 w= oo ,因此 所 求 变换 具有 形式 


整理 后 得 
外 三 ki 


其 中 i 是 常数 ， 选 择 ,使 得 z= 二 1 变 成 单位 加 周 ]w|==1 上 的 
点 ,于 是 


boc bt 
即 ]&1| ==1, 因 此 可 令 et 号 实数 ), 最 后 得 到 所 求 的 变换 为 
a a (la ]<1)., (7.14) 


a 确定 还 要 求 隐 加 条 件 ,如 人 人 7.7 中 所 说 过 的 类 似 . 《读者 可 
以 验证 ,对 于 变换 人 7.14), 有 arg2' (2) 一 司 . 
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思考 题 (1), 求 将 上 半 平 面 Im :>0 保 形变 换 成 下 半 平面 


Im wo<0 的 线性 宏 换 ,条 件 (7.12) 应 怎样 修改 ? 
(2) , 隶 将 上 半 平 面 Imz>0 保 形变 换 成 单位 圆周 外 部 jz|>1 


的 线 注 襟 换 ,(7.13) 应 作 怎样 修 改 ? 


(8) 求 将 单位 加 |z1<1 保 形变 换 成 单位 圆周 外 部 iw| 之 1 的 


谎 性 变换 ,C7.14) 应 作 怎 样 修改 ? 


例 7.9 求 将 上 半 zz 平面 保 形 变换 成 上 半 岂 平面 的 线 性 变 


换 思 二 (2), 使 合 条 件 ， 
1+7=LL(i), 0=L(0), 
解 ” 设 所 米线 性 变换 w= 上 (<) 为 
az+b 


世 一 一 一 -一 -一 
castad ’ 


其 中 a,b,c,g 都 是 实 数 ,al& 一 8 一 0. 


由 于 0= 工 (0)， 必 48 二 0, 因而 es 天 0， 用 = 除 分 子 分 苹 , 则 
- As 


如 一 工 (2 变形 为 2 


由 一刀 
2 十 


其 中 e= 上 ,了 = 三 都 是 实数 ， 
再 由 第 一 个 条 件 得 “ 
1+ 
即 (fe tif se) = 
所 以 f—e=0, f+e=1, 


解 之 得 f=e= 广 ， 


硕 所 求 的 线性 变换 为 
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例 7.10 求 将 上 半 < 平面 保 形 变换 成 天 ji 一 to| 坟 如 的 线 
性 变换 凤 = 了 工 (z)， 使 合 条 件 


LD=wo, L'(i)>0. 
解 ” 作 线性 变换 


中 一 则 
E 一 站 


将 图 jz 一 ao 过 五 保 形变 摘 成 单位 町 1| 之 1. 


其 次 :作出 上 上 半 平 面 Ims>0 到 章 位 加 i151<<1 的 保 形 变换 ,使 
z 二 i 变 成 #5=0, 此 变换 为 


复合 上 述 丙 个 变换 得 


* 


它 将 上 半 * 平面 保 形 变换 成 图 |w 一 如 0| 扫 如 汪 变 成 w。 再 由 条 
件 5) 半 0, 先 求 得 


1 dw i el 
Badz le, ti | 2 
A w+_ (Coe) 
蛙 Li)=- Pe Fi I) 
Es} 六 一 了 i 
于 是 0 3 ,8 pa 2 
所 求 线性 变换 为 


$ 3， 某 些 初等 函数 所 构成 的 保 形 变换 


， 困 函数 与 根 式 函数 “” 先 讨论 震 贡 数 
记 一 24 {7.15Y 
其 中 站 是 大 于 1 的 自然 数 . 除了 =0 及 2 一 co 外 , 它 处 处 具有 不 
为 霍 的 导数 ,因而 在 这 些 点 是 保 和 角 的 ， 
由 第 二 童 全 3，(7.15) 的 单 叶 性 区 域 是 顶点 在 原点 张 度 不 超 


过 2 的 角形 区 域 . 例如 说 , (7.15) 在 角形 区 域 G， 0< argz 气 


a(0<a 去 经 ) 内 是 单 时 的 ,因而 也是 保 形 的 (因为 不 保 角 的 点 
z=0 及 z= 在 4 的 边界 上 ,不 在 4 内 )， 于 是 竹 函 数 (7.15) 将 
图 7.11 的 角形 区 域 410<arg z<a (0<a < 2 呈 ) 保 形 变换 成 角 


形 区 城 
万 ,0<afg wna, 


特别 ,5 一 加 将 角形 区 域 0< arg 2 之 < 全 保 形变 换 成 也 平面 
上 除去 原点 及 正 实 轴 的 区 域 (图 7,12)， 
es 2871， 


一 一 -一 一 一 一 -一 一 -一 一 一- 


EE 


作为 也 二 zs” 的 道 变换 
z= (7.16) 


将 平面 上 的 角形 区 域 Di0<arg w<na(0< a << 演 ) 保 形变 换 


成 5 下 的 用 和 玫 吉 a "dar “<e( 国 7.12)，( 这 里 多 w 是 
下 四 一 一 


总 六 以 后 我 们 要 将 角形 区 二 的 弥 座 术 生 弓 4 时 ， 就 可 以 利 
用 篆 函 数 (7.15) 或 根 式 函数 (7.167 所 构成 的 保 形 变换 ， 
例 97.11 求 一 变换 ,把 具有 制 靖 “Rez 一 4,0 志 Imx 坊 h? 的 上 
半 = 平面 保 形变 换 成 上 半 妈 平 面 , 
解 
复合 图 7.18 所 示 五 个 变换 , 即 得 所 要 求 的 变换 为 
w= a) Th a. 
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。 本 1 六 训 一 友 如 二 名 十 站 


Dek?) 
Pr 


CT 


Zz 二 2 十 由 > 
图 7.13 
例 7.12 将 区 域 一 字 <args<< 也 保 形变 换 成 上 半 平 面 ， 使 
3 二 1 一 i0 分 别 变 成 加 二 2, 一 1,0( 图 7,14). 
解 易 知 8=[ (ef .2)3]1=(e?.z 六 将 指定 区 域 变 成 上 半 
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平面 ,不 过 z=—1—i,i,0 变 成 5 二 包 4 ,一 1,0， 
现 再 作 上 半 和 平面 到 上 于 平面 的 线性 变换 , 使 &= 4 ,一 1, 作 
变 上 成 二 2, 一 1,0. 此 变换 为 
2( 4 +1) 去 
(BE 4 —2)E + 9B 4 " 
复 台 两 个 变换 , 邯 得 所 求 的 变换 为 一 
wo A TI)(e ae) 
(BP 42) es a ta 4 


4 一 


于 
和 
出 


AAALALR2AT 


4 +E 
四 (2+ 


2 
A 1 AAA2A 
图 了 ,14 
2， 指 数 函 数 与 对 数 函 数 “指数 函数 
;二 e* (7,17} 


在 任 局 有限 点 均 有 (e”)' 关 0, 因 而 它 在 z 平 曾 上 是 保 角 的 . 

由 第 二 章 8 3,(7.17) 的 单 叶 性 区 域 是 平行 于 实 轴 宽 不 超过 2z 
的 带 形 区 域 ， 例 如 ， 指 数 滞 数 (7,17) 在 带 形 区 域 &:0<Simz< 太 
《0<< 记 2 x) 是 单 叶 的 ,因而 也 是 保 形 的 (# 一 吕 椒 在 8 内 , 前 在 8 
的 边界 上 )， 于 是 指数 阔 数 (7,17) 将 带 形 区 域 g ,0<Ims hh (0< 


+ 204* 


五 人 2 x) 保 形变 换 成 角形 区 域 G,0<argw<<h( 图 7,15 )。 


图 了.15 


转 别 ， ph 0<Iims<2 zx 保 形 变换 成 如 平面 除法 
原点 及 正 实 轴 的 区 
作为 一 的 和 


总 二 ] 记 ， 
将 图 7.15 所 示 tt 平 面 .上 的 角形 区 域 G， 0<argw< 有 有 (< 有 E27) 
保 形 变换 成 # 平 蕉 形 区 域 8，0<Tmasc (这 里 ln 是 外 内 
的 一 个 单 秆 解析 分 支 , 它 的 收 完 全 出 区 十 号 确定 .) 
例 Kl 求 一 变换 将 带 形 0<imnz<r 保 形 变换 成 单位 回 
[wl <1, 


解 
复合 如 图 7.16 所 示 的 两 个 变换 , 即 得 记 求 的 变换 为 
Ee? 
Wi 


3， 由 圆 绝 构成 的 两 角形 区 域 的 保 形 变换 借助 于 线 拍 联 数 ， 
以 及 称 国 数 或 指数 范 数 的 复合 ， 可 以 将 二 略 弧 或 直线 殿 所 构成 的 
两 角形 区 域 , 保 形变 摘 成 一 个 怀 蕉 区 王 , 比 如 .上 灶 平 面 ， 

由 于 线 姓 变 挽 的 保 园 姓 ， 它 把 已 给 两 角形 区 域 保 形 变换 成 同 
样 形状 的 区 域 、 或 弓形 区 域 、 或 角形 区 域 ， 只 要 已 给 圆周 (或 坦 
线 ) 上 上 有 一 个 点 变 为 加 ce , 则 此 贺 癌 (或 直线 } 就 变 成 直线 , 如 时 


395， 


它 上 面 设 有 点 变 为 儿 一 o , 则 它 就 变 为 有 限 半 径 的 圆周 ， 所 以 , 知 


图 7.16 


二 回 狐 的 一 个 公共 点 变 为 w= ， 则 此 二 圆 弧 所 围 成 的 两 角形 区 
域 就 保 形 变换 成 角形 区 域 ， 


例 7.14 考虑 交 角 为 王 的 两 个 贺 缴 所 构成 的 区 域 ， 将 其 保 
形变 换 成 上 半 平 面 , 

解 、 用 a,5 玫 示 两 个 圆 弧 的 交点 ， 我 们 先 设法 将 两 贺 弧 变 成 
从 原点 出 发 的 二 条 射线 ， 为 此 , 作 线 性 变换 


名 一 让 
s—b* 


£=R 


其 中 天 是 一 常数 。 选 择 送 当 的 有 ， 就 可 以 使 给 定 的 区 域 保 形变 换 
成 角形 区 域 


0<arge < 
再 通过 之 孙 数 
二 
就 保 形 变换 成 上 半 平 面 。 故 所 求 弯 换 上 有 具有 形式 
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-人 => 


例 ?.15 求 出 一 个 上 上 半 单 位 圆 到 上 半 平 面 的 保 形 变换 。 
解 ” 作 线性 变换 


将 上 六 单位 图 ( 视 为 两 角形 ) 变 成 第 一 象限 ,为 此 只 要 选择 = 一 1 
就 行 了 ， 事 实 圭 ,此 变换 将 线段 [一 I,1] 变 成 了 正 实 轴 ,将 上 半 革 
周 变 成 了 正 感 轴 . 于 是 


(3 
就 是 所 求 的 一 个 变换 ， 

例 rtenietntrF et 两 个 图 周 所 构成 的 月 牙 
形 芭 域 到 溯 半 平面 的 保 形变 换 , 我 们 先 肝 线性 变换 


28 二 三 

2 下 
将 二 辐 周 变 成 二 平行 直线 。 只 要 适当 地 选取 5,d, 所 述 区 域 就 能 . 
保 形变 换 成 带 形 区 域 


二 一 


0<Imé<x, 
再 通过 指 煞 卫 数 内 三 拓 , 得 到 

wt, 
它 能 将 指定 移 区 域 保 形 变换 成 上 半 平 面 ， 

洛 ， 机 舞 部 面 函 数 及 其 反 函 数 记 构成 的 保 形变 换 ”首先 考虑 
机 融 剖 茵 外 部 区 域 和 天 单位 辆 辕 外 部 区 域 的 保 形 变换 . 

为 证 么 公 研 究 把 如 图 7 ,17( 5) 的 机 桥 剖 面 外 部 区 域 DD, 保 形 
变换 上 成 将 位 加 骨 外 部 互 ，j 多 | 疙 1 呢 7? 因为 要 研究 机 标记 面 轮廓 
线形 状 以 及 它 在 空中 飞行 肝 所 受 的 阻 为 .上 升力 等 ,计算 时 如 按 卡 
图 , 则 困难 且 复 杂 , 往 往 就 把 它 保 形变 覆 成 单位 厨 , 研 究 它 在 单位 
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图 7.17 ta》 图 7 了 .17 (5Y 


合 周 外 部 的 相应 条 件 ， 而 在 复 变 落 数 中 ， 我 们 知道 对 于 单位 辆 抽 
的 外 部 是 比较 好 处 理 的 。 

为 了 讲 得 更 确 团 起 见 , 我 们 考 虚 比 较 特 殊 一 些 的 形状 ,其 坐标 
关系 选 成 如 图 7?.17{4 人 站 与 (5) 所 示 ， 现 在 ,我 们 分 下 列 几 芗 来 作 
出 机 权 前 面 隙 数 及 闪 反 联 数 所 构成 的 保 形变 换 ， 


图 7 了 .17 to") 图 了 ,17 to") 


图 7 了 ,17 (6) 
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一 如 
避 十 好 


将 = 平面 上 阅 弧 4 为 外 部 区 域 D 保 形变 换 成 平面 上 去 掉 射 线 - 


ArgE! 二 让 一 怪 


(1) 变换 &1 一 


所 成 的 斌 域 刀 ,其 中 
ac 一 2tg-! 辽 
(图 7.17(e7) 及 图 7.17Cc))， 
(2) 变换 
一 
甸 十 在 


将 加 平面 上 鸭 周 六 外 部 的 区 域 Co( 图 7 了 .170572 保 形变 换 成 妇 ! 平 : 
面 上 的 半 平 看 区 域 
GB—r<argw ph. 


其 中 及 = 于 一 于 (图 7.17(4))， 而 周 周 到 为 以 刀 为 旋 ; 过 一 ay a 
两 点 ; 且 在 a 点 有 切线 倾角 有 


由 1 一 


图 了 1? C8) 图 7.17 (6') 


{3》 变换 61=w? 
将 久保 形 宝 换 成 D;, 这 是 因为 2 =x 一 a. 
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字 是 (EE) -= 


于 十 巡 
解 出 z 来 , 妈 
:= 去 ( e+ 爷 ) {7.18) 
其 反 函数 如 二 2 二 一 全 
将 D, 保 形变 换 成 Cu， 
(7.18) 称 为 机 可 剖 面 函 数 或 机 加 变 澳 ， 也 称 为 侨 可 夫 斯 革 
( 开 yxoacKy 刀 可 换 . 


在 机 可 变换 (7.18) 下 ,当中 为 自 变量 时 , 它 将 也 平面 上 的 区 域 
Go 保 形 变换 成 z 平面 上 的 区 域 Da。。 再 看 任何 一 个 在 风 一 4 与 区 
周 站 相 切 的 辐 周 “经 变换 (7.18) 变 成 z 平面 上 的 什么 曲线 ? 注 
意 到 五" 与 下 相 雪 (两 个 单 人 出 切线 在 a 的 来 角 为 x)， 变 到 = 平面 
有 时, 设 下 ' 灾 为 0' 峡 线 , 则 0/ 与 4B 在 :=a 也 机 切 ( 两 个 单 侧切 线 
在 点 4 的 夹 骨 为 2 x5)。 加 图 ?.18(a) 及 (5) 记 示 ， 


图 7 ,18 (a) 图 7.18 (5b) 


在 BB 点 有 一 个 尖 点 。 阅 同 线 玉 “ 包含 了 闭 曲 线 到 (在 下! 的 内 
部 )， 相 应 地 ,六 曲线 C' 包 含 了 48 (在 0 的 内 部 ), 而 0 前 形 
状 就 好 象 飞机 机 翼 的 截 线 (机 型 )， 这 就 是 做 可 夫 斯 基 最 先 采 用 
的 机 法 断面 的 局 钱 ， 这 里 五 ”的 略 心 wo 到 下 的 距离 %， 以 及 当 
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初 的 4, 这 三 首 忆 机 哥 的 沉 型 参数 ，a, ,4 分 别 反 映 了 机 喷 
章 面 的 宽 诬 . 杰 诬 和 厚度 一 个 要 型 的 选择 ,主要 是 由 这 三 个 参数 
来 描述 的 

注 (1) 函数 (7.18) 在 ww=a 的 导数 为 零 , 在 w 一 a 的 邻近 ， 


变换 不 是 保 角 的 ， 这 只 要 着 


(2 二 2 一 
wra) z+a 


(wo—) 
28 


可 知 函 数 把 过 点 ww 一 a 的 曲线 (两 个 单 侧切 线 的 夹 角 为 x) 变 成 过 点 
5 一 4 的 曲线 (两 个 单 侧切 线 的 夹 角 为 2 x). 

(2) 在 工程 应 用 上 , 央 可 夫 斯 基 断 面 作 机 丑 时 有 一 个 缺点 ,就 
是 此 种 断面 的 后 绿 角 是 零 ,过 了 王 尖锐 ,不 满足 工程 上 坚固 性 的 要 
. 求 ， 改 需 光 加 修正 ,使 其 圆 化， 

5， 人 悍 可 夫 斯 基 函 数 的 单 叶 性 区 域 

下 面 我 们 进一步 观察 震 可 夫 斯 基 函 数 (7.18) 的 单 叶 人 性 区 域 , 
为 此 ,我 们 首先 将 它 改写 成 通常 形式 ， 

oz+)， 《7 -1877 


这 个 函数 在 扩充 = 平面 上 除 ==0, cs 外 解析 ,> 一 0,s 都 是 它 的 一 

级 极点 ， 
由 上 面 的 讨论 易 知 , 仁 可 夫 斯 基 畏 数 (7.18)” 是 一 个 单 叶 解 

析 朱 数 , 它 把 扩充 # 平面 上 单位 回 周 外 部 1z| 之 1 保 形 变 换 成 扩充 

史 平 面 上 去 掉 制 乒 一 1 入 Rew 志 1,Imw=10 而 得 的 区 域 Di 
又 , 阔 数 


的 近似 式 


一 2 一 在 ， 


-1 
了 


-把 扩充 = 平面 上 区 域 jz| 污 1 保 形 变 横 成 单位 回回 | 过 1。 特 其 代入 
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《7 .18) 后 得 到 
二 
由 此 可 见 ,(7.18) 把 单位 圆 | 引 <1 也 保 形 变换 成 Do. 
总 之 , 姻 可 夫 斯 基 函 数 (7.18)’ 在 |z|=1 的 内 部 及 外 部 都 是 
单 叶 的 , 且 将 它们 部 保 形变 换 成 扩充 名 平面 上 去 掉 割 线 一 1Rew- 
坊 1,Imw 一 0 而 得 的 区 域 Do， 这 样 一 来 , 伪 可 夫 斯 基 函 数 (? .18) 
在 区 域 Do 内 就 有 两 个 单 值 反 消 数 ( 称 为 单 值 和 解析 分 支 ) 


t= Wy wi, 


它们 分 别 将 区 域 Do 保 形 变换 成 单位 回 烛 |z]=1 的 内 部 |z| 达 1 及 
外 部 [z| 守 1, 


§ 4， 关于 保 形 变换 的 黎 曼 存 在 
定理 和 边界 对 应 定理 


1， 黎 曼 存在 定理 ”不 少 实际 问题 楼 求 我 们 将 一 个 指 定 的 区 
域 保 形变 换 成 另 一 个 区 域 来 予以 处 理 ,前 两 节 中 的 多 数 例 子 就 是 . 
定理 7.6 告诉 我 们 ， 一 个 单 叶 解析 沪 数 能 名 将 它 的 单 叶 性 区 域 保 
形变 换 成 另 一 个 区 域 ， 于 是 ， 我 们 很 自然 地 反 过 来 考虑 保 形 变换 
理论 中 的 一 个 基本 问题 : 

“在 扩充 平面 上 任意 给 定 两 个 单 连 通 区 域 刀 与 G ,是 否 存在 一 
个 ( 单 叶 ) 解 析 函 数 , 使 DD 保 形 变换 成 G? 简单 地 说 , 单 连通 区 域 D 
能 保 形 变换 成 单 连 通 区 域 G 的 条 件 为 何 ? 唯一 性 条 件 为 何 ?” 

上 述 问题 可 以 简化 成 这 样 ， 

“在 扩充 平面 上 任 给 单 连通 区 域 卫 ,能 否 保 形 变换 成 单位 圆 ? 
在 什么 条 件 下 ,这 种 变换 还 是 唯一 的 ?” 

事实 上 ,在 简化 后 的 问题 由 ,如 果 存 在 性 有 肯定 的 答案 , 又 知 
道 了 唯一 性 条 件 , 曲 先 将 忆 保 形变 换 成 单位 区 ,然后 再 将 此 单位 贺 
保 形 变换 成 G ,两 者 复合 起 来 即 可 将 D 保 形变 换 成 G ,也 能 弄 清楚 
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这 时 的 唯一 性 条 件 . 

对 于 上 述 简 化 后 的 基 李 问题 ， 有 两 种 极端 情形 的 回答 是 否定 
的 ,第 一 ,区 域 DD 是 扩充 平面 (这 时 如 涛 边界 点 ) ;第 二 ,区 域 DD 是 扩 
充 平 面 除去 一 点 (这 时 卫 只 有 一 个 边界 点 。 我 们 不 妨 假 设 除 去 的 


是 点 c。 如 果 除 去 的 是 有 限 点 6, 只 须 先 作 一 个 变换 5 一 一 一, 就 


2—t 
将 DD 先 化 成 扩充 平面 除去 点 吕 的 区 域 了 )， 无 论 哪 一 种 情形 ,如 
果 名 = 了 tz) 将 它们 保 形 变 柳 成 单位 辐 , 则 由 刘 维 尔 定理 知 (2) 必 
便 为 常数 , 它 就 不 可 能 成 为 我 们 要 求 的 变换 ， 

除开 这 丙种 情形 ,答案 总 是 肯定 的 , 即 有 

定理 ?7.13 〈 黎 上 曼 看 在 与 唯一 性 定理 ) 扩充 平面 上 的 单 连 ， 
通 区 域 马 , 其 边界 点 不 上 正 一 点 ， 则 有 一 个 在 如 内 的 单 叶 解析 函数 
名 二 f(z#), 它 将 如 保 形变 换 成 单位 图]w| 过 1; 且 当 合 条 件 

fia)=0, fi(0)>0 (a€ED) (7.19) 
时 ,这 种 锣 数 f(z) 就 只 有 一 个 

注 《1) 这 个 定理 的 存在 性 证 明 比 较 难 ,超出 大 网 要 求 , 故 不 
给 证 明 。 可 参看 普 里 瓦 洛 夫 著 : 揽 恋 困 数 引 论 第 十 二 兴 8 8. 

(2) 唯一 性 条 件 47.19) 的 几何 意义 是 ， 指 定 eE 了 变 成 单位 
而 的 贺 心 ， 而 在 点 a 的 旋转 角 argj (ca 一 0， 它 依赖 于 三 个 实 参 
数 ， 

(3) 在 将 单 连通 区域 也 保 形 变换 成 单 过 通 区 域 9 的 一般 情 
形 ,了 唯一 性 条 件 可 表 成 

fia'=pb, argf’ta}=a. 
其 中 aED,5EG, 而 0 为 实 参 数 ， 
在 必 ,G 的 边界 均 是 阐 线 的 情形 , 瞧 一 性 条 件 也 可 表 成 
f(a)}=b,f(£)=, 
其 中 GE€D,6EG. 5 为 也 之 边界 点 ,0 为 GG 之 边界 点 ， 
在 上 述 人 情形, 唯一 性 条 件 还 可 表 成 
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一半， 2, 3), 
其 中 所 及 分别 是 思 玉 G 的 边界 上 指定 的 三 点 (但 弹 行 方向 应 
一 玛 )。， 区 域 的 边界 点 的 位 器 可 用 一 个 实 参 数 米 确 定 ,例如 ， 用 某 
一 固定 边 界 虚 为 起 点 的 弧 华 标 即 可 确定 ， 
利用 座 万 尔 整 引 理 , 我 们 来 证 明 获 受 定 理 的 瞧 一 性 部 分 . 
邻 设 单 叶 解析 函数 ;= 二 了 1(z) 也 适合 条 件 (7.19)， 并 把 单 连 
通 区 域 刀 保 形 变换 成 单位 逆 |wi[ < 之 1。 这 时 ,函数 
ww 二 ff iw = ) 
在 单位 加 |ww|<1 内 单 叶 解析 , 且 满 足 条 件 ， 
PO0)= fH0)]=f1(8)=0, 
要 (| = | |<<1, Cw]l <1) 


PA(0) 定 得 ?7.6 i) >0, 


所 以 由 席 巨 尔 益 引 理 知 . 
[P00)|= 1 la lw |. (7.20) ， 
问 样 的 结论 可 用 王国 数 中 (ww) 的 反 孙 数 
w=fLfillw) =D (ww), 
得 到 lw {iw 一 (ee (7,21Y. 
由 (7.20) 及 (7.21) 得 到 
[ege)| = 1wl, 


因此 2 一 e “20 (Ca 为 实数 )， 
由 于 OP(O0) se 

总 必 e“*=1 ( 因 |e"*|=1), 
因而 右 ff) = Pw) =, 
故 必 f1(#)=f (2), 


例 了 .17 如 果 函 数 包 = 了 (#) 在 平面 上 是 解析 的 ,并 且 不 取 
位 于 某 一生 简 单 狐 ? 上 的 那些 值 , 则 它 必 是 一 个 常数 . 
证 设 单 叶 解析 函数 %= 二 ptw} 作 出 把 曲线 了 外 部 的 单 连通 
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区 域 保 形 变 斤 成 单位 圆 |oj|<1, 根据 歼 曼 存在 定理 ， 这 畏 数 是 存 : 
在 的 ,并 且 当 然 不 是 一 个 常数 . 

我 们 来 看 复合 驳 数 名 二 pL 了 (#2) 二 g (2)， 它 在 z 平面 上 是 解 
折 的 ， 并 卫 所 有 它 的 值 都 位 于 单位 图 }o|<1 内 。 根据 刘 维 尔 定 
理 ， 函 数 必 二 glz) 是 个 常数 。 但 由 非常 数 的 解析 应 数 w= 二 p(w) 
将 单 叶 性 ,函数 z 二 了 (z) 是 一 个 常数 ， | 

思考 题 说 明 刘 维尔 定理 是 例 7.17 所 述 定理 的 特殊 情形 ， 

2、 边 异 对 应 定理 ”上面 所 讨论 的 限于 区 域内 部 闻 的 保 洪 变 
换 , 求 涉及 边界 ;下 面 我 们 举 出 两 个 有 关 边 界 对 应 的 定理 ,第 一 个 
不 给 证 明 人 @. 

定理 了 .44 ( 边 界 对 应 定理 ) 设 

(1) 单 连通 区 域 D 与 G 的 边界 分 别 为 图 线 0 与 个， 

(2) 外 二 了 (zs) 特 吕 保 形变 换 上 成 GG， 

则 了 Cz) 可 以 扩张 成 五 (x) ,使 在 DP 内 C2) 一 f(z), 在 BD D+C 
上 六 (2) 延 续 , 并 将 CO 双方 单 值 且 双 方 连 绪 地 变 成 荆 ， 

从 例 7 了 ,8 可 验证 此 定理 . 

定理 7 了,15 《边界 对 应 定理 的 逆 定 理 , 判 断 解 析 霄 数 单 吐 性 的 
充分 条 件 ). : 

设 单 连通 区 域 DD 及 8 ,分别 是 两 条 有 转 线 C 及 矿 的 内 部 ， 

用 设 国 数 如 = 了 2 满足 下 列 条 性: 
(1》 风 ==f(#) 在 区 域 轧 内 解析 ,在 D+ 0 上 连续 ， 
《2) 纪 二 f(z) 特 局 如 ! 方 划 值 地 变 成 本 ， 
则 《1 w= 了 (8 在 号 内 单 叶 ; 
(2) 如 = 二 JCD》 (从 而 如 二 了 (zs) 将 如 保 形变 换 成 G)。 
证 证 明 的 其 备 ,在 应 用 幅 角 原理 来 证 明 集 合 等 式 
他 一 了 (五 )。 


中 请 参看 曾 里 天 深 夫 着 : 揽 变 国 数 引 论 第 十 二 章节 7， 病 等 教育 出 版 社 出 版 . 
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(1》 设 wo 为 GG 内 任 一 点 ， 我 们 证 明 woE f(D), 而 县 方 程 
(#2) 一 ww 二 0 在 CC 内 部 只 有 一 个 根 ， 根 据 幅 角 原 型 


N(f (2)— wo0) = 


(在 z 阔 C 的 正身 说 行 一 周 的 假定 下 )。 由 假设 条 件 (2), 这 时 w= 
.了 (2#) 应 该 襄 厂 的 正 向 或 负 向 绕 行 一 周 .因此 ,起 点 在 wo 终点 在 六 
.上 的 向 量 也 一 ao 应 该 转角 土 2 xx， 于 是 


N(f(2)—wo, 0) = 


负 号 显然 应 该 除去 (因为 玉宇 0 中， 因此 我 们 肯定 岂 = 了 (z) 必 须 沿 
矿 的 正 向 ( 荆 的 内 部 在 此 方向 的 大 边 ) 弹 行 , 并 且 方 程 f(z) 一 wo 
二 0 站 区域 了 呈 内 只 有 一 个 根 . 

(2》 设 wo 位 于 古 的 外 部 , 出 必 woEf(D)， 因 为 


Ararg(w— two) 


ArarpgCw— wo) 二 士 1 


1 


NOf(z) wo C) = 


Ararg(w—wo)=0, 


即 方 程 1(#) 一 wo=0 在 马 内 无 根 ， 

(3) 设 w 为 石上 的 任 一 虚 , 我 们 来 还 明 方 程 1(2)= 克 在 D 
内 无 根 。 和 假定 也 内 有 一 虚 引 使 (#1) 于 ww1, 则 可 得 一 个 以 名! 为 中 
心 的 加 周 y, 使 对 内 部 任意 一 成 w“, 方程 1(z) 二 w' 在 忆 内 有 根 
(内 f(DD) 为 区 域 ,wi 为 其 内 点 )， 特 别 在 内 部 取 一 点 w' 位 于 六 
的 外 部 ,由 (2) 自 证明, 方程 1(2)=w' 在 内 无 根 ,发 生 府 盾 . 

由 以 上 各 结果 , 可 见 函 数 ww 二 Jz) 在 上 内 单 叶 ， 并 将 也 保 形 
变换 为 于 的 内 部 G4. 

例 7.18 和 如果 将 冰 数 思 =z? 表 成 极 笃 标的 形式 . 令 

W=0e", gre't, | 
则 它 把 8 平面 上 的 圆周 (图 ?.19) 
?=cosp 


变 成 心脏 线 
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pcos2- 二 到 (1 小 Cos 的 ) ， 


并 朋 是 双方 单 值 的 。 ， 
由 定理 7.15{ 单 时 性 原理 ),w=2? 将 这 个 圆周 的 内 部 保 形变 
换 成 心脏 线 的 内 部 ， 
思考 题 ， 一 个 多 连通 区 域 (比如 有 一 个 “ 洞 "的 区 域 ) 可 耕 保 形 
变换 成 一 个 单 连通 区 域 ? 


第 七 章 习 题 
《一 ) 

1, 求 也 二 #* 在 < 二 ?处 的 伸缩 率 和 旋转 角 ， 各 时 变换 将 经 过 点 z= 证 
平行 于 实 轴 正方 向 的 曲线 的 切线 方向 变换 成 思平 顾 上 刻 一 个 方向 ? 其 作 
括 ， 

答 : 仲 纳 率 =2, 施 转角 一 子 ， 

2. 试 利用 保 域 定理 7.1 简 古 地 正明 第 一 侣 习题 { 一 )6(537 4。 

3。 在 线性 变换 纪 一 放下 ,下 列 图 形 分 别 变 成 什么 图 形 ? 

(1) 也有 二 入 2 一 一 45 二 1 为 顶点 的 三 角形 

(2) 闭 加 iz 一 | 所 14. 

答 ， (1) 其 项 一 一 1 名 一 一 六 划一 为 顶点 的 三 旬 形 ; (2) 闭 阅 |w 一 
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4， 下 和 各 题 中 ,给 出 了 三 对 对 应 上 及 5 一 如 2 est as 的 其 
体 数 值 ,等 出 相应 的 线性 变换 ,并 指出 此 变换 把 通过 z;， zs, 的 圆周 的 内 部 ， 
或 直线 无 边 ( 顺 着 = ,rszs 吏 妖 ) 变 成 什么 区 域 ， 

《1 一 人 0 一 


{2) loo0 ,tT ,0 


(3) oo 人 和 


{ 了 一 人 Te 


TD 多 FI) 
管 : (1) Wi (C2) w= 1 5 


Go 1 Co= 


1 一 3 

8. ># 平面 上 有 =:: 个 世相 外 功 的 加 周 , 切 扣 之 一 在 原点 ,函数 思 = 十 将 此 
三 个 网 局 所 辐 成 的 区 域 变 万 名 平 加 上 什么 区 域 ? 

YY w = 4 将 单位 部 周 变 成 直线 ,其 系数 应 应 足 什么 条 伞 ? 


[a 


: Ie|= IaH ad—beA OD. 
7 分别 求 将 工 半 = 平面 Haz>>d 保 形 变换 成 单位 周 1w| 之 1 的 线性 法 换 
名 二 上 (#), 使 合 答 件 ， 
(1) LDO LDO, 


(2) LO =0,a8L' (i) =, 


答 ，(1) w= . (2) w= 
8 分别 求 特 单 位 回 !z| 之 1 保 形变 殉 成 单位 加 [ww1 < 之 1 的 线性 变换 女声 


(25) ,使 信条 件 ， 
(GD LF)=0L0)=—y 


(2) 工 ( 二 ) 一 bargZX 十 )= 一 过 。 
答 ，(D w=2 (0) w= 


9。 求 出 将 网 15 一 4 让 之 2 变 成 半 平 面 w>>x# 的 保 形变 换 , 使 得 贺 心 变 到 
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一 4 而 园 周 上 的 点 21 变 到 二 0， 
2—21 
答 , wT 一 Ai 一 2012 


10。 求 出 将 上 半 z 乎 看 Ims>>0 保 形 变换 成 图 |wv| 之 的 线性 变换 岂 汪 
工 (2), 合 合 条 件 工人 =0; 如 果 再 要 求 上 "(让 =1, 此 变换 是 否 存 在 ? 


一 二 gi 
管 ; ww 二 有 Rs FT wi 


11， 求 将 圈 1s1< ao 保 形变 换 成 圆 |v| < 之 证 的 线性 变 撞 , 使 z=atlaf 之 
记 ) 变 成 灵 = 二 0， 
答 ; w— Rpe'. — Sis (9 为 实 参 数 ). 
12， 求 出 闸 |x[<2 到 半 平 面 Re ww 的 保 形 变换 如 = 大 sz) 使 侣 条件 
f{0}=1 argf' (0) = 元 


二 一 卫生 
答 ，w 二 一 3 于 3 


13， 试 求 以 下 各 区 域 ( 陈 去 阴影 的 部 分 ) 到 上 洒 平 面 的 一 个 保 形 变换. 
{1) |z+i[<2,Imz>0( 图 ?7.20)。 


答 。 w= (2 3 十 1 3 


5 一 4 3 
(0) lstil > si 2 图 7.21), 
#0) 
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图 ?,21 图 了 .22 
3) 121<2，13 一 1 1 (图 了 .232). 
普 ， 人 馈 一 ei, 


414， 求 出 月 形 区 域 0<arg 2 攻守 到 单 位 国之 1 的 于 个 避 形 变 多 ， 


2 2 
答 ，w= 一 《 非 唯一 的 )。 


15. 求 出 将 上 举 单 位 贺 变 成 上 半 平 面 的 保 形 变 你 , 合 s=1,， 一 1 分 别 
广 成 蚀 二 一 1 1729， 


答 1 Wi 二 -+1). 
2 如 


16， 求 了 屿 第 一 象限 到 上 半 平 面 的 保 形 变换 ,使 ==1“ 270, 1 对 应 地 变 
眠 妈 一 Ooco 一 1】 
_ 2+2 
答 。 员 二 a 
17. 将 扩充 z 平面 制 去 Ti 到 2 十 2: 的 线段 后 剩 下 的 区 域 保 形变 换 到 
上 于 平面 


答 Fs 
答 : w 厂 /i zs—{2+241)" 


18。 将 单位 贺 割 去 0 到 1 的 半径 后 利 下 的 区 域 保 形变 换 到 上 江平 面 。 
/s+1 
入 w(tL). 


Vz—1 
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19， 特 一 个 从 中 心 起 澡 实 轴 上 的 半径 割 开 了 的 单位 国保 形变 换 上 成 单 您 
加 ,使 全 条 件 : 草 纤 上 岸 的 1 变 成 1, 记 绎 下 上岸 的 1 变 成 一 110 变 成 一 i 
答 ，uw= 5 二 1 上 28 se 
多 2 于 1 二 217 3 
(二 ) 
1. 证 明定 理 7.3. 【只 须 就 zs 一 0 的 情形 证 明 ) 
| 提示 ;不妨 假设 0)=0, 否 则 ,代替 fz) 总 可 以 考 虚 了 (2) = 了 f(z) 一 
了 0) 而 下 [07 二 0 五 【0 一 记 (0)? 天 0; 接 着 可 以 应 有 人情 葡 定理 。 
2， 如 果 单 叶 解 析 疼 数 w= 六 z) 把 z 平面 上 可 求 面积 的 区 过 也 保 形变 换 
上 成 中 平 曾 上 的 区 域 怠 , 试 证 如 的 面积 


人 Ff CG)ardy, (= +iy). 
站 


3、 试 证 ,w= 十 过 把 四 局 1z| =。 变 成 贿 贺 局 


u-(e+ 工 Jecosg,o=(c 一 二 jing 
(O02 m)- 
4. w= 二 把 于 带 形 
RezDny0c imz<cTI 
变 成 什么 ? . 
答 ; Rew >0， | 一 此 |> 二 ,Ime>0， 
5， 求 线性 变换 岂 一 工 (sz) ,使 大 1 变 到 oo, 点 i 是 二 重 不 动 虑 。 


_ (C211)z+1 
答 ， 芭 一 2 。 


6, 证 明 ， 有 二 相 民 有 限 不 动 点 ,4 的 线性 变换 可 写成 
全 人 人， 是 非 零 各党 数 。 ， 


wi 一 


7. 证 明 ; 内 有 一 个 不 到 点 (二 年 消 限 )p 的 线性 变换 可 写成 


. -911 2 


+h 是 非 堆 复 常数 ， 


密 一 团 。 一 


8. 证明， 以 8p,4 为 对 称 点 的 贺 周 的 方程 为 


PI 
2 |=#>0, 
当 六 二 1 时 ,进化 为 以 Zp,g 为 对 称 点 的 直线 . 
9。 求 线性 变换 
站 2 十 古 
雄二 mtd od Bet 


局 扩充 z 平 瑟 上 由 三 几 张 所 围 成 的 三 角形 与 扩充 w 平面 上 的 站 线 三 角形 可 
对 应 的 充 要 条 件 。 


答 ， 三 画 红 过 点 一 人 
10。 设 画 数 w= 了 (4) 在 121<1 内 和 解析， 生 是 将 121<1 保 形变 成 oj<1 
的 线性 变 次 。 试 证 
1 一 [Fa 下 


1 一 | 有 [ 


C1) IF'Cz)| = (lzl<i); 


(2) 下 (ay| = 


洪 中 a 在 单位 贺 |z1<1 内 ,f(a) 二 0。 

提示 ,应 用 例 7.8。 

I1. 者 z= 六 2 是 将 131<1 保 形变 入 成 |o1< 1 的 单 叶 解 析 冰 数 ,县 

fC0) =—0,argf (0) =0, 

斌 证 ,这 个 变 搞 只 能 基 己 等 变换 , 即 作 z} 志 z， 

提示 ;应 用 席 万 尔 益 引 理 先 证 明 f(s)=e'i”z。 

12， 设 函数 女 二 f(z) 在 |zl 之 1 内 单 叶 解析 ,; 卫 将 |z| 之 1 保 形 变换 成 
和 | 之 1, 试 还 w= 了 (z) 必 是 线性 防线 ， 

提示 : 误 基 上 乓 一 to jws| 之 1，。 由 境 7.8 则 可 作出 合 上 慎 条 件 的 变换 。 

13. 设 在 js] 之 1 内 六 z) 解 析 ; 且 |f(s)1 之 1; 但 人 9)=0049j 之 中。 试 
证 :在 lz| 之 1 内， 


礼 一 时 


1 一 站 


ttz)1 志 


» 312. 


据 示 :应 用 例 7?7.8 及 席 瓦尔 敬 引 理 。 
14. 应 用 席 瑟 汞 兹 引 理 证 明 : 把 1z|<1 变 成 jw| 之 1, 有 具 把 st]aj<<1) 变 
成 0 的 保 形 变换 一 定 有 下 列 形状 


we 
1~a2! 


这 里 88 是 实 常 数 ， 


a S13. 


TT 


第 作 章 解析 开拓 


本 章 , 我 们 将 讨论 已 知 区 域内 解析 函数 定 久 域 的 扩大 问题 .也 
就 是 研究 ,在 什么 条 件 下 能 够 开拓 成 为 更 大 区 域 上 的 解 折 国 煞 ,并 
给 出 两 个 具体 的 解析 开拓 方法 一 一 客 级 数 开 拓 与 对 称 原理 ， 最 
后 ,我 们 引进 完全 解析 函数 与 黎 曼 面 的 家 念 ,并 将 多 信函 数 久 4 及 
Lnz 看 作 其 歼 受 而 上 的 单 值 解析 函数 ， 


8 1。 解析 开 配 的 概念 与 割 级 数 开拓 


1， 解析 开拓 的 概念 

定义 8.1 设 隙 数 了 (z) 在 区 城 口内 解析 ,考虑 一 个 包含 的 
更 大 区 域 G ,如 果 存 在 函数 (2) 在 G 内 解析 ,并 且 在 内 F(z)= 
f(z), 则 称 函 数 f(z) 可 以 解析 开 折 到 G 内， 并 称 (2) 为 (z) 在 
区 域内 的 解析 开拓 ， 

我 们 这 样 定义 的 解析 开拓 如 果 存 在 , 必 是 叭 一 的 ， 因 为 ,如 果 
有 两 个 函数 FF1(2) 及 Fa(#) 在 包含 着 区 域 思 的 更 大 的 区 域 8 内 和解 
析 , 且 在 D 内 F(z) 二 f(z) 及 sz) = 了 (z)， 由 解析 函数 的 内 部 唯 
一 性 定理 ,在 GQ 内 必 有 了 P,(3) 三 严 ,(z)。 这 就 证 明了 解析 开拓 的 唯 
一 性 ， 


例 8.1 设 叶 sr 二 f(z) (D4|s[ 二 1). 而 -在 4 平面 上 
贡 二 由 


1—2 


只 有 一 个 奇 点 2 二 1， 敦 P02) 二 一 -就 是 了 (2z) = 号 2* 在 区 域 


1—2 
G(z 平 曾 去 掉 1) 内 的 解析 开拓 ， 因 在 DD 内 F(z)= 了 (z). 
揽 变 国 数 论 的 目的 ， 是 研究 在 某 一 区 域内 解析 的 函数 ， 解 桥 
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往 这 -要求 ,就 使 得 在 区 域 已; 两 解 析 的 国 数 的 数值 ， 与 另 一 和 也 
紧 淡 交 区 域 D; 内 解析 的 函数 的 数值 之 问 , 有 着 紧密 的 有 机 联系 ， 

所 谓 “ 紧 接 " 的 区 域 ,一 个 含义 是 指 两 个 共有 公共 部 分 的 区 域 ， 
这 个 公共 部 分 也 是 一 个 区 域 . 

定义 98,2” 设 记 是 一 区 域 ,f(z) 是 思 内 的 单 值 解析 销 数 ,这 种 
元吉 当 且 仅 当 其 区 域 重 合 ,而 且 在 其 上 这 应 的 函数 值 相 等 时 ,对 称 
为 是 恒 等 的 . 

定理 8.1 (解析 开拓 原 邢 ) 设 D1, f(z)}, {Ds，f2(z)) 为 
二 解析 元 素 ， 合 于 

(1) 区 域 Dl 及 Ds 有 一 公共 区 域 os 如 图 8.1); 

(2) fi(2) = f(s) (2€ di2), 
则 {D, + Dz, 玉 (2)} 也 是 一 个 解析 元 来 ,其 中 


fitz), ED dy 
F(z)=4 fol2), 2E Dedio: 
[py = paca), 当 Cd 


证 显然 在 吃 内 Ftz) 王 人 (5), 许 且 在 Ps 周 F(5) 王 了 f2(5)， 
政 在 DD 及 Ds 内 了 (#3) 均 和 解析 ,内 而 在 了 1+ 六 :内 下 (2) 解 析 ， 

这 里 D1+DD; 相当 于 定 羡 38.1 中 提 到 的 型 天 区 天 避 , 它 既 包 会 
区 域 D! 又 包含 区 域 Do， 所 以 了 C2) 既是 f1t#) 在 G 内 的 解析 开 
所 ; 又 是 a(?) 在 如 内 的 解析 开拓 ,于 是 ,我 们 有 

定义 8.3 如 果 (1) D1 了 Ds 二 1; 为 一 区 域 ( 如 图 8.D， 


(2) fi(2)= fsa) EA). 
出 二 解析 元 素 和 D1, (5)1 及 {D2, 了 st2)} 称 为 并 为 直接 解析 开拓 . 


mm 


例 8.2 设 f(2)= (一 1)"(z 一 1)",(zEDi:]z—1|<1) 


及 一 曲 


315. 


图 8.1 


~- 


f2(5) = (CD(T ) ,ep dsmil<D) 
1 一 站 
则 有 易 知 : 
(3 4D1, 了 (2)} 及 {DD;, 了 (2)} 均 是 解析 元 素 ， 
(2) 辐 D1 及 D: 的 公共 部 分 dz( 图 8.2 ) 是 一 个 区 域 ! 
{3) 和 根据 等 比 级 数 求 和 公式 , 当 zE D1: Ds 上 肝 ， 


Pi(z)=Pa(z)( = 于)， 


因此 ,Di ;f(z2)) 及 [Dz, 玫 (2)} 互 为 直接 解析 开拓 ， 

根据 在 定义 8.1 意义 下 的 解析 开拓 的 唯一 性 ， 易 知 一 个 解析 
元 素 {Di 人 1(z)} 在 同一 区 域 DD 内 的 直接 解析 开拓 了 Cz) 也 必 是 
叭 一 的 (因为 {D1 + Ds, 也 Cz)} 是 唯一 的 ). 这 样 的 一 个 直接 开 括 确 
实 将 原 米 的 解析 函数 推广 了 ， 解 析 区 域 也 比 原 区 域 扩大 了 -. 

如 果 {DD 太 (3 及 {PDa,fa(z 让 开 为 宜 接 解析 开拓 ,根据 定理 
8.1, 从 一 -开始 我 们 包 经 有 可 能 米 研 究 解 析 元 素 {D1+ Ds, F(z)}， 
所 以 上 面 说 的 好 象 没有 什么 进展 ,但 是 ,如 果 我 们 现在 来 考查 第 三 
个 解析 元 素 { D3, 了 (2)} ,假定 它 是 {Dz, 了 2(2)} 的 一 个 交接 解 折 


"3IB" 


开拓 ， 则 很 可 刘 是 D3 与 Di 爱 秋 ,出 4D3,Ja02)}) 却 不 是 {D1, 了 (30)》 
的 直接 解析 开拓 ， 在 这 种 情 涡 下 ,解析 元 素 集 { D1, 了 (2)} ,Ds， 
fafz) {Ds,J3(3)})} 就 不 能 用 一 个 单 值 解析 元 业 来 代 巷 , 但 从 此 
匣 可 入山 一 个 多 值 解析 函数 ， 

例 8.3 紧 接 例 8.2 ,我 们 再 设 


fal2)=— Dl)", (2E Da]s +1|<1) 


n=0 


EJ 


f= (TY ,EDuls tilel) 


二 pe 


测 易 知 {D2,f2C20} 及 (Ds, fa(2 儿 开 为 直接 解析 开拓 ; 
{Day fa 及 {D5 小 互 为 直接 解析 开拓; 
{Dassfa(2)} 及 (D1, 了 (2)} 互 为 直接 解 术 开拓 ， 
于 是 ,解析 元 素 集 {D1, (2)}, D2,J2a(2)},{Da,f3(2)},{ Da, 
f(z)})} 就 能 用 一 个 单 信和 析 元 素 {D ,F(z)} 来 代 灯 .其 中 力 是 区 
域 Di+ Ds 二 Dat 太 1; 即 以 妆 曲 线 4BCEFGHI4 及 原点 # 二 0 为 
边界 和 的 区 成 (如 图 8.3); 下 (%) 为 


二 IF 


| /1(2), CD 
| fat 5), 2 2 
了 sfs)， 2 Cs 
fat2), 2 


Flgs)-. 
‘ ] Ji 一 站 (z)， 2 Edls 


于 (2 一 了 (2)，2 Cs 
于 人 一 2) 三 全 全 
站 Ca) 一 了 2。 


定义 8.4 给 定 解 析 元 素 集 { 忆 Fi(3)) [五 2 六 (5 
《Ds f(z)}} ,如果 每 一 个 解析 元 丝 是 前 一 个 解 析 元 未 的 直接 解 
析 开 和 拓 , 则 称 这 些 解析 元 素 组 成 解析 开拓 链 ， 链 把 开始 元 素 { 忆 1 
fT1(#)} 和 最 后 元 素 {1D;,J,(z)} 连 接 起 米 . 显然 , 方向 相反 的 区 一 
个 链 把 解析 元 迪 { Ds 了 (2)} 和 {D1 f(z)} 连 控 想 来 .这 两 个 解析 

例如 ,在 例 8.3 中,{D1, 了 (2)} 及 {Ds Jat)}, {Dafetz)} 及 
D442)), 都 是 互 为 (间接 ) 解 析 江 全 的 ， 


注 上 述 消 数 “ 开 拓 ” 这 一 概念 是 以 解 牢 原理 ; “在 开拓 畏 数 的 
时 候 , 不 得 破坏 函数 的 解析 性 "作为 它 的 共 碘 的 ， 


思考 题 ”试问 连续 原理 ， “在 开拓 丽 数 的 时 候 ， 不 得 破坏 函 
数 的 连续 性 ”能 否 作 为 开拓 函数 的 基础 ， 而 保证 于 拓 函数 的 唯一 
性 ? 

2. 解析 开拓 的 军 级 数 方 法 ”给 定 一 个 解析 元 湛 ,; 求 它 的 解析 
开拓 的 最 基本 的 方法 是 采用 和 冤 级 数 法 . 

给 定 解析 元 素 { 如 ,了 (2)}), 并 设 有 引 是 畏 内 的 任 一 点 ; 则 ft2) 可 
在 点 2 的 邻 域内 展 成 祝 级 数 ， 


ef ea)", (8.1) 
t= 二 0 


其 中 on = (a), 

如 果 这 个 级 数 的 改 敏 半径 为 + , 换 旬 话说 ,在 :平面 上 每 一 
点 处 ,级 数 (8.1) 都 收 合 。 这 时 (8.1) 的 和 六 (zs) 表 示 一 个 在 : 平 
面 上 处 处 解析 的 函数 ,而 在 刀 内 与 了 (z)] 相 同 ， 朵 之 ， 根 据 解 析 开 
拓 的 唯一 性 ,这 个 函数 fi(z) 就 是 F(z) 在 石 以 外 的 解析 开拓 。 

如 果 级 数 (8.1) 的 收敛 半径 为 有 限 正 数 吾 ,, 且 其 收 伍 圆 人 1; 
{2 一 | 之 R; 部 分 超 电 口外 (否则 , 就 在 中 内 另 选 一 点 %, 再 重 揭 
上 面 的 过 程 ), 则 我 们 在 症 ! 内 取 一 个 不 是 圆心 #1 的 点 aa, 并 在 点 
ss 的 邻 域内 把 i(z) 展 开 为 寡 级 数 


Yo (2— 20)", (8.2) 
天 二 和 
其 中 ef = ff 《za)， 


而 f(zo)(% 二 0,1,2,……) 则 由 级 数 (8.1) 计 算 之 ， 

如 级 数 (8.2) 的 收 钱 半径 为 请 ;, 则 瑟 一 定 满足 不 等 式 

Rs Ri |22 21l], (8.3) 

但 五 > 无 论 如 何不 能 大 于 1 十 |1z 一 21|; 即 无 论 如 何 (8.2) 的 
下 化 贺 不 能 全 包含 (8.1) 的 收 全 图 (加 下 边界 ) 于 其 肉 ， 因 为 这 与 
(8.1) 的 收敛 半径 为 B1(0< 过 五! 之 + %) 的 委 设 巴 盾 ， 

下 面 分 别 就 (8.3) 的 两 种 情形 讨论 . 

著 瑟 :一 五 :一 | zs 一 24| , 则 级 数 (8.2) 给 出 的 函数 六 (2 ， 在 收 
多 加 站 3: [4 一 22[ 之 总 : 内 那些 点 的 舍 已 被 级 数 (8.1) 给 出 的 函数 
f1(2) 确 定 了 ， 即 , 沿 着 半径 从 3 到 33 的 方向 ,f(z) 不 能 进行 开 - 
拓 ， 此 时 ,级 数 (8.1) 和 级 数 (8.2) 的 收 化 圆 周 的 切 点 § 就 是 f1(z) 
药 一 个 奇 点 (图 8.4(9))， 

事实 上 ,由 定理 4.16, 了 (2 在 项 丫 ; 的 边界 ?z 上 全 少 有 一 个 
奇 点 。 悍 yz 上 的 点 除外 都 在 站! 内 ,因而 是 六 (3 的 解析 点 , 当 
然 岂 是 了 s{ 3) 的 和 解析 点 .所 以 只 利 下 一 点 5 不 在 门 内 ,而 在 圆 站 的 


* 319。， 


er 


(a) 
图 8.4 


边界 7 上 , 它 必定 是 f2(3) 的 一 个 青 点 ,也 就 是 fi(z) 的 一 个 奇 
点 . 

著 吾 ,>> 玉 一 1 一 2 出 新 收 笋 图 六 :1 一 2 一 五 就 越 
壬 了 原来 的 圆 古 ; 外 {图 8.4(5))。 于 是 ,级 数 (8.2) 在 圆 六 "内 表 一 
解析 冰 数 , 设 为 fa(2， 巾 在 站 内 f(z) 二 fs(z) (由 唯一 性 
定理 推 得 }， 因 而 ,fs, f(z)} 是 { 厂 , f1(z)} 的 直 搂 解析 开拓 . 

再 在 厂 ; 内 证 家 一 点 %3 堪 2, 并 在 点 2a 的 邻 域 内 把 了 2(#) 展 
入 为 震级 数 


Do (za G8.4) 
n= 人 0 


™ 


其 中 
co = (a0), 


宣 f(23) (n= 二 0,1,2,"…') 则 由 级 数 (8.2) 计 算 之 . 

设 级 数 (8.4) 的 收 合同 为 本 :1s 一 z3[ 之 五 。， 当 圆 让 有 一 部 
分 在 厂 ; 的 外 部 时 ， 则 又 得 { 厂 ;, 了 (zj 在 内 的 直接 解析 开拓 
<《 沿 区 半 径 从 z2 到 ss 的 方向 )， 

时 这 样 的 方法 ， 就 能 得 到 {站 1, f(z) 的 所 有 解析 开拓 也 就 
科 到 了 {如 ,f(z)} 的 所 有 解析 开拓 )， 换 名 话说 ， 我 们 从 一 个 解析 
证 素 出 发 , 涪 所 有 可 能 的 帮 向 开拓 ,新 的 组 成 部 分 也 向 一 切 可 能 的 
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方向 进行 开拓 ， 一 直 开 二 到 不 能 开拓 为 让 . 

从 上 面 的 讨论 ,我 们 还 可 以 看 出 ， 如 果 在 一 个 确定 的 方向 上 ， 
有 可 能 进行 开拓 时 , 一般 来 说 , 这 个 开拓 可 以 借助 于 稀 级 数 来 实 
现 . 

最 后 ， 我 们 还 必须 指出 两 点 ， 

(D 由 干 等 级 数 的 收 化 圆周 上 , 至少 存在 一 个 各 晃 数 的 两 点 ， 
所 以 在 收 化 加 内 所 定义 的 解析 函数 ,向 任意 方向 邦 可 以 开拓 的 情 
形 是 不 可 能 发 生 的 ， 

(2) 从 下 面 的 例 8.4 可 见 , 寡 级 数 的 和 函数 在 收 你 贺 内 沿 任 
一 方向 都 不 能 进行 解析 开 括 的 情形 也 是 存在 的 ， 

例 8.4 试 证 ， 在 单位 图 |z| <1 内 的 解析 邓 数 


1(2)= a" 
n=1 


不 能 开拓 到 单位 加 周 |#1 一 1 的 外 部 ，. 
证 级 数 的 收敛 半径 五 =1, 破 在 单位 赔 1#| 过 1 内 f(z) 表 一 
解析 函数 ， 以 下 征明, 了 (sz) 的 奇 点 筒 密 王 单位 圆周 1z| =1 上 . 
首先 证 明 , 当 = 说 于 答 而 赵 于 1 时 ,f(z) 六 %; 命 
z=F,0 人 EL1, 
地 
TD) 
让 
limf (zs) lm +t 
由 #4 的 任意 性 ， 厂 
lim{ tz)=+%, 
显然 ,z=1 是 所 2) 的 一 个 奇 虐 ， 
共 次 ， 由 于 
f(a) 二 32 二 2 二 2 十 (22 1 二 22 2 二 1:) 
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二 82 十 gt 二 :十 p32" 富 (22")， 


改 能 使 


52 一 上 
的 点 z 均 为 f(s) 的 从 点 ， 即 单位 圆周 上 的 点 
， ea 
2 一 四 2 


(天 一 0 1 ,2 1 1,2,...) 
均 汶 了 (z) 的 奇 点 ,这 种 点 简 密 于 圆周 's| 1 上 ， 发 太 5 不 能 再 
和 单位 加 周 13| :=1 外 开拓 . 


例 8.5 函数 1 一 -在原 点 俩 成 内 可 展 成 露 级 数 ， 


Eo] 


1 一 1 十 2 十 3 


看 一目 


1—2z 
这 个 级 数 的 收 和 化 图 为 :| 过 1 因此 , 它 衣 二 一 个 在 单位 园 内 的 解 


析 哨 数 ， 
如 在 单位 圆 内 取 一 点 5 天 0， 则 函数 一- 在 点 5 的 某 一 邻 城 
内 可 展 成 密级 数 


1 in 
人 Ip)*rl {2—b) pp 


当 5 一 立时 , 混 开 式 成 为 
六 2 nt! 1 nm 
二 (3) (+) ， 
此 级 数 的 收 仇 半 径 为 ,显然 过 个 级 数 是 级 数 开 :" 的 一 个 解析 
世 一 省 


开拓 ， 因 为 在 加 z+ 寺 | < 二 内 确实 含有 单位 圆 以 外 的 点 (图 8.5 


的 阴影 部 分 ). 
当 6= + 时 ,展开 式 成 为 


at 1Y" 

于 2 (二 ) ， 
而 它 的 收 化 六 径 为 说 ,此 时 z 一 +1 为 新 站 两 个 站 伍 图 周 的 切 点 ， 
所 以 是 函数 了 -的 奇 点 . 


事实 上 , 除 突 畏 正 方向 外 ,单位 图 内 的 解析 函数 这 可 诡 此 
才 三 0D 

平 径 的 任 一 方向 进行 开拓 ,因为 a= 二 1 是 它 的 唯一 奇 点 ， 

例 8.6 

了 (= 让。 (2 尖 1, 是 一 个 下 整数 )， 
这 是 一 个 有 理 函 数 , 它 的 奇 点 就 是 它 的 极点 ， 
(一 1,2,*.*,p—1), 

这 些 极 点 (个 数 总 是 有 限 的 ) 以 等 距离 分 布 在 单位 网 周 |2| 一 1 上 ， 
所 说 的 距离 随 了 的 增 大 而 减 小 . 


我 们 取 在 原点 的 腊 开 式 
(2) 二 1 填 27 十 32 十 十 十， 二 yi a"P 
二 从 


及 其 收敛 加 1z[<<-1 作为 第 一 个 解析 元 素 , 沿 着 任何 不 穿 过 收敛 加 
局 |s1=1 上 于 (z) 的 极点 的 曲线 ( 即 用 寡 级 数 开拓 时 ,， 收 合 国 心 邦 
取 在 此 曲线 上 ) 都 可 作 解 析 于 拓 . 


8 2. 透 弧 解析 开拓 、 对 称 原理 


在 前 节 中 扣 到 的 直接 解析 开拓 慨 念 是 关于 相交 区 堪 的 ， 如 果 
二 区 域 不 相交 ,但 有 一 段 公 共 边 界 ( 这 是 二 区 域 “ 紧 接 "的 又 一 个 含 
义 )， 我 们 可 以 在 下 列 违 续 开 拓 原 理 的 基础 上 ,建立 透 星 直 接 解 析 
开拓 的 概念 并 指出 解析 开拓 的 一 个 几何 方 站 一 一 对 称 夏 地， 

1.， 迁 弧 直接 解析 开拓 

定理 8.,2 潘 勤 卫 (Painleve) 志 续 开拓 原理 , 设 {1 有 9 方 (z)} 
及 {Ds, Ta0z)} 为 二 解析 元 素 , 合 于 

(1) 区 域 DD 与 了; 不 相交 ,但 有 一 段 公 共 边 界 , 除 掉 共 端点 
后 的 开 弧 记 为 3 

(2) f(z) 在 Di+ 人 站 上 连续 ,fz(?) 在 D+ 了 上 过 续 ， 

(3) 沿 厂 ,1(2) 二 (4)， 
则 {Di+ 夏 寺 卫 ,(z)} 也 是 一 个 解析 元 素 ， 共 中 


f(z) 当 zED,, 
F(z}=4f1(2)=f(z) 当 zETD, 
六 (5) 当 zDD 


证 五 (3) 在 区 域 = 了 二 三 十 内 基 连 续 的 .我 们 来 证 明 ， 
. 卫 (#) 沿 着 任何 -~ 条 位 于 G 内 的 围 线 0C (只 要 共 内 部 全 含 于 G4) 的 
积分 都 等 于 零 . | 
如 果 CC 全 部 位 于 了; 或 Ds 内 ,结果 从 柯 西 积分 定理 立即 可 推 
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型 如果 忆 分 属于 Di 与 D;( 图 8.6),C 落 在 DD 与 必 ; 内 的 部 分 
分 别 记 为 Ci 与 3， 古 落 在 CQ 内 部 的 一 段 记 成 PY， 根据 柯 西 积分 


{ Fls)dz=0, 
如 1 十 站 


fT de, 
从 面 
Faaz= Flas)ds 


+| F(z) dz=0, 
Prty™ 


根据 摩 勒 拉 定 理 , 我们 得 出 函数 Cz) 在 区 战 上 6 内 是 解析 的 ， 
故 {D+ 站 + D1, 了 (gz) 是 一 个 解析 元 素 . 

定义 8.5 谐 足 定理 3.2 条 件 的 二 解析 元 吾 {Di, 玫 (2z)}， 
{ Ps， 记 (z)} 称 为 互 为 ( 透 弧 ) 直 接 解析 开拓 ， 

在 定义 8.4 中 ， 关 于 相交 区 域 的 解析 开拓 链 和 瑟 为 (间接 ) 解 
新 开拓 的 意 闪 ,也 可 代 以 延 引 解 析 开 拓 。. 

2， 黎 忱 - 席 豆 尔 兹 对 称 原 理 ， 

定理 8.3 设 


(1) 吕 及 D* 为 2 平面 上 两 个 区 域 , 分 别 在 上 半 平 面 与 下 于 
平面 ,对 于 * 轴 对 称 , 并 且 它 们 的 边界 都 包含 + 轴 . 上 一 条 线 上 眉 5 
(2) 1{ 石 ,了 (2 为 乞 折 元 卉 ,了 (az 在 五 -HS 于 连续 且 在 人 S 上 了 
实数 值 . 
则 存在 一 个 函数 了 (2) 满足 下 列 条 任 ， 
(1) 了 (2) 在 区 域 D+S+D?* 内 解析 ; 
(2) 在 D 内 F(z)=f(z); 
(3) 在 D" 内 F(z)== 了 (3). 
( 即 {D* ,了 (3)} 是 {加 ,f(z))} 迁 过 弧 驻 的 直接 解析 开拓 ，) 
证 在 区 囊 六 DD" 内 确定 一 个 国 数 F(z) 如 下 ， 
. fts),， 当 aED+N, 
re) = {Fey ED*. 
我 们 现在 来 证 明 这 个 函数 F(z} 就 满足 定理 的 要 求 . 
(1) f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,在 D+S 上 连续 . 《假设 条 件 ) 
(2) 了 (3) 在 D* 内 和 解析， 事实 上 , 设 各 及 x 为 D* 内 二 点 、 
则 zo 及 # 为 也 内 相应 二 点 , 且 


lim T= Ta) -im 703) eny 
Fy 用 前- 下 汪 由 站 一 日 
= lim [和 | P. 


(3) 了 (35) 在 D*+ 访 上 连续 ， 因 设 zo 为 8 上 上 任 一 点 , 则 
lim fi)= lmftz) flixo)= (Fo) 


E+r0 2 : 盘 讼 
(2E D+ 所 是 十 王 7 


《4)》 2 二 妨 时 (3) 二 用 2)， 因 此 时 
2=F, f(a) =f(2) = 1 (3. 


故 由 潘 勒 卫 连 续 开拓 原理 , 1D*,f(3) } 是 {D,f(z)} 透 过 5 的 直 
接 解析 开拓 ， 因 而 (2z) 在 区 域 了 D+ 态 二 DD" 内 解析 . 


对 称 原 理 可 使 解析 中 数 的 定义 区 域 扩大 一 倍 。 下 面 我 们 将 对 
称 原 理 引 入 保 形变 痪 ， 它 使 我 们 能 够 充分 地 在 本 质 上 扩大 那 类 可 
以 用 初等 函数 来 作 保 形变 痪 的 区 域 ， 

定理 8.4 设 (1) 放 及 D* 为 ?平面 上 的 两 个 区 域 .分 别 在 上 
半 平 区 与 下 半 平 面 ,关于 x 轴 对 称 ,并 且 它 们 的 边界 者 包含 x 轴 上 
一 条 线段 9 

(2) 如 及 CY 为 ww 平面 上 的 两 个 区 域 , 分 别 在 上 半 平 面 与 下 
半 平 面 ,关于 & 轴 对 称 ,并 且 它 们 的 边界 都 包含 和 币 上 一 条 线 诬 
Ts 

(3) 也 二 f(z) 在 号 内 单 叶 解析 ,在 上 +S 上 连续 , 且 将 DD 保 
形 谈 换 成 6, 将 5 一 一 变换 成 了 = 了 (5)， 
则 存在 一 个 国 数 思 二 了 (z) 满 足下 列 条 件 ; 

(1) 名 二 下 (#0) 存 区 域 D+8+ DD* 内 单 叶 解析 ,并 将 区 域 五 十 
六 十 六 "保有 形 变换 臣 中 十 下 十 归 

(2) 在 五 内 五 (2 一 (>)8 

(3) 在 DD 内 吾 (3) 一 了 5 。 
《 即 {D*, 了 C23) } 是 {DD, 了 (2)} 透 过 纹 太 的 直接 解析 开拓 ). 


证 “接着 定理 8.3 的 证 明 , 再 补 序 证明 G2) 在 D+S8+D* 
内 单 时 ,并 将 避 + 态 + DD* 保 形变 换 成 TT+G”, 
根据 C(x) 二 f(z)(zED),F(z) 在 D 内 单 叶 解析 ,并 将 呈 保 
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形 恋 欣 成 避 ; 根 据 卫 (2z) 二 了 zfz ED), 玉 (3) 建立 起 8 上 的 点 与 
全 9 点 的 一 一 对 应 ;根据 (2) 一 了 (2) (zsED"), 了 F(z) 在 D" 内 
单 中 解析 ,并 将 D* 保 形变 光 成 Q*, 

总 起 玉 , 了 (Cz) 在 如 十 态 二 加 "内 单 时 和 解析 ,并 特 号 -+ 人 + DD* 保 
形变 换 成 上 + 人 + 

定理 8.5 (对 称 原 于 的 一 般 形 式 ) 设 { 赂 8.8) 

(1) 下 下 人 弛 是 = 平面 上 甘于 区 弧 或 直线 段 5 对 称 的 两 个 区 
城 , 它 们 分 居于 夺 的 两 倒 , 且 它们 的 边界 都 包含 3 . 

(2) 号 及 号 "为 到 平面 土 基于 略 攻 或 直线 段 于 对 称 的 两 个 区 
球 , 它 人 分 居于 二 的 两 侧 , 且 它们 的 边界 都 包含 志 

(3) 包 二 人 (2) 在 8 内 单 时 解析 , 在 &+s 上 过 续 , 并 将 台 保 形 
变换 成 g， 把 8 一 一 理 变 风 或 # 二 (5)， 则 存在 一 个 隙 数 汉 = 
五 (2) 满 足下 列 条 件 : 

(1D w= 也 (4) 在 区 域 &+8+d* 内 单 时 解析 ， 并 将 区 域 4+s 
十 人 殿 形 变换 成 pg 二 [1+ g”， 

(2) 在 内 了 了 (zx) 一 f(z), 

{3) 在 dd 内 (2) 二 了 {2). 
48", Tatz)) 是 48 ,人 (5)} 透 过 弧 8 的 直接 解析 开拓 ， 


为 了 证 明 ， 我 们 作 线 和 性 变 换 
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Gz 二 + 站 _ aw+p 
ee oF ywte: (8.5) 


二 


它们 分 别 将 * 与 ,这 样 地 变 为 与 名 平 而 ( 旭 图 8.7 中 的 2 与 w 
平面 ) 鸣 实 加 上 的 线段 5 与 荆 ,使 得 区 趟 2 与 如 分 别 保 形 变 欣 成 瑟 
与 ， 将 (8,5) 的 逆 变 换 


二 他 十 ,eotp 
ea’ yo—a 
代入 湖 数 中 二 f(z) 的 两 端 ， 使 共 化 为 将 五 保 形 变换 威 @ 的 函数 


w= fT(E). 
我 们 在 二 平面 的 区 域 六 * 上 定义 函数 


四 二 有 人) 一 了 (CE) . 
由 定理 8.4,1D”, 了 (5)) 是 4D, 了 (5)} 透 过 弧 5S 的 直接 解析 于 拓 。 
名 二 J3(5) 将 D* 保 形变 换 成 G*， 而 嫩 数 
了 生态 
of (|e 
上 (一 有 全) 后 
在 了 +S+DD* 内 单 叶 解 析 ， 江 将 了 D+-+DD* 保 形变 换 成 G+ 工 十 
Ga"，, 
我 们 将 (8.5) 代 入 函数 地 (5E)， 换 回 到 变量 2 与 妈 , 于 是 
在 如 甘于 s 对称 的 区 趟 4* 内 得 到 函数 岂 = 二 了 2(z), 它 在 87 内 单 叶 
解析 ,并 将 &* 保 展 变 换 成 8 关于 t 对 称 的 区 域 g" 
这 时 ， 隧 数 
fi1(2),3Ea 
oaase 
fi(2)—=f2(2),2Es 
在 区 域 9+s 4d" 内 单 叶 解析 ,并 将 4 +8+Q* 保 形变 换 成 区 域 g 十 
t+g”。 其 中 {9",fa(z)} 是 {8,f1(z)} 透 过 强 3 的 直接 解 析 开 
招 。 


例 8.7 将 上 半 平 面 从 原点 起 央 着 虚 辖 出 开 一 条 长 为 天 的 割 
刍 ， 试 求 此 区 域 到 上 于 平面 的 保 形 恋 换 . 

解 z 平 曾 上 所 述 区 域 可 以 表 成 DTS+D", 其 中 5 是 从 总 顾 
着 虚 辆 到 呈 的 射线 。 王 平 吧 平面 可 以 表 戌 3+7 + 其 中 了 是 上 
平 虚 轴 ( 图 383.9)。 

我 们 允 作 册 一 个 在 刀 内 草 叶 解 生 ,在 五 二 二 上 和 连续 的 函数 如 = 
了 (3)? 将 五 党 形变 换 成 如, 使 3 一 一 地 变 成 7 


了 Gr* 


We 
| 
一 一 一 一 -~ 
L 
I 


就 作 S12 {8.6) 
它 在 如 内 单 叶 解析 ,在 D+5S 上 连续 , 将 万 保 形 变换 碟 上 半 #1 平面 
Di, 放 一 一 地 变 成 仙 实 辆 上 从 一 各 到 尼 的 射线 心 1。 

和 亚 作 乎 移 变 换 

32 二 21 让 2 (2.7) 

它 在 只 ;十 有 二 连续 ,将 五; 保 形变 欣 成 上 半 55 平面 Das 一 一 季 
变 成 负 实 办 访 。. 

再 作 w=Va, (8.8) 
它 在 如 ,+ 上 连续 ,并 将 Ps 保 形 变换 成 8,5; 一 一 地 变 成 工 , 

将 (8.6),(8.7) 及 (8.8) 依 须 序 迫 合 得 

记 一 TY z+h: , 

它 在 D+SL 上 连续 ,将 喇 保 形变 换 威 G& ,并 将 3S 一 一 地 变 成 了， 

按 对 称 原理 ,VY #7+ 各 在 避 + 信 二 D* 内 的 解析 开拓 将 区 域 
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图 8.10 


必 +S+D" 保 形变 换 成 区 域 8+ 人 T+G*, 但 因 Y “+ 可 本 映 就 
在 Di+ST+D" 内 单 时 解析 ， 玖 所 来 的 一 个 保 形 变换 函数 就 是 


w= 2 Th 


§ 5. 完全 解析 函数 及 笋 曼 面 的 概念 


1. 完全 解析 函数 ”以 前 我 们 所 定义 的 解析 函数 是 局 限于 一 
个 特定 区 域 的 ， 解 煌 开拓 使 我 们 有 可 能 将 定义 于 一 个 特定 区 域 的 
解析 函数 ,推广 其 定义 区 域 , 得 到 在 更 大 区 域内 解析 的 函数 ， 

定义 8.6 一 个 一 般 解析 乓 数 王 (2) 是 由 解 本 元 素 { 忆 ,了 (z)} 
的 一 个 非 空 集 这 样 组 成 的 , 当 其 非 一 元 集 时 ,任意 两 个 解析 元 素 经 
由 一 条 链 而 互 为 解析 开拓 ,其 中 链 的 每 一 环节 都 是 五 (2) 的 一 元 ， 
F(z) 的 定义 区 域 是 名 f(z) 定义 区 域 之 其 集 ( 它 也 是 一 个 区 
域 ). 

定义 8.7 一 个 完全 解析 函数 三 (>) 是 一 个 一 般 解析 函数 , 它 
包含 其 任 一 元 素 的 所 有 解析 开拓 . 忆 (z) 的 定义 区 域 G 称 为 它 的 在 
在 区 域 。 @ 的 边界 称 为 F(z) 的 自然 边界 . 


委 据 我 们 在 杰 章 8 有 1 第 2 段 中 的 论述 ,可知 完全 解析 国 数 
(2) 的 自然 边界 必 为 (2z) 一 切 解 析 元 素 的 一 切 奇 点 所 组 成 ， 从 

而 了 了 (z) 的 自 热 边 界 点 也 就 是 F(z) 的 奇 点 ， 

一 个 完全 解析 图 数 玉 (2) 显 然 是 不 能 再 扩 天 的 , 它 可 能 是 单 伪 
的 (这 时 , 它 的 存在 区 域 就 是 通常 2 平面 上 的 区 域 }, 世 训 能 是 多 值 

还 可 看 出 ， 每 一 个 解析 元 素 必 属于 唯一 的 完全 解析 鸣 数 ， 

过 去 诽 的 屎 立 奇 点 ( 单 值 性 或 多 信 性 的 ?就 是 殉 数 自然 边界 上 
的 扳 立 点 . 

例 8.8 非常 数 的 整 函数 的 存在 区 域 是 平面 ,z= c 就 是 它 


,的 自 装 边界 ， 
例 8.9 乓 数 
IT + TI .+ 
一 号 一 让 2 2 
葛 自 然 边 界 是 由 .41,02,…… 0 等 # 个 极 总 组 成 ; 而 卫 数 二 的 自 


然 边 界 是 星 无限 多 个 点 nxt4 二 0, 二 1,…*) 恬 点 o 所 扯 成 ， 在 便 
.8.4 中 ， 我 们 知道 函数 


f= 


就 以 单位 圆周 iz| 1 为 其 自然 边界 . 
2， 单 值 性 定理 设 f(#) 是 区 域 D 内 的 完全 解析 函数 ,a,86 是 
石 内 任意 两 点 ,?1 和 Ys 是 连接 a ,6 的 两 条 曲线 。j(z) 的 一 个 解 
:新 元 娄 从 点 6 出 发 ,说 p11 和 ys 两 条 路 线 进行 解析 开拓 ;如 到 村 点 
b 的 函数 秆 不 同 , 也 就 是 说 ,如 果 解 析 开 丘 取 不 同 的 踏 线 得 到 不 同 
的 解析 元 素 , 则 的 数 天 2 就 是 多 值 的 ， 我 们 先 看 
例 8.10 设 有 区 域 ， 
Di: !z—1|<E， 
Ds: |2—wi<R, 
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其 中 


图 8.1 


若 将 解析 元 素 {D1 HA 2 进行 解析 开 折 (Y 2 已 取 定 一 支 }， 
有 具 万 :到 五 ,从 万 :到 万， 再 从 了 ;到 五,， 结 果 所 得 解析 元 素 为 
{D1 —Y 2*}( 8,11), 

这 可 以 用 本 章 § 1.2 假 罕 级 数 升 拓 的 “ 现 链 法 "来 实现 ,图 链 的 
各 圆 较 心 可 选 在 一 条 闭 雌 线 上 ， 这 条 闭 遇 线 从 万 : 内 的 某 点 上 出 
发 ,经 D1 与 Ds 的 公共 区 域 到 D,, 青 经 Ds 与 D; 的 公共 区 域 到 Ds， 
最 后 ,经 与 Di 的 公共 区 域 又 回 到 D; 的 点 a， 起 点 4 的 卫 数 值 
如 为 Ya , 语 此 闭 上 曲线 开拓 一 轿 回 来 后 ;同一 点 6 的 霄 数 值 就 应 改 
变 为 一 Y s ,原因 是 这 条 了 闭 曲 线 忽 国 了 原点 z= 二 0,4 的 幅 角 就 要 改 
变 2zr。 

瓜 一 方面 , 若 将 解析 元 素 {Di1, 一 Y 从 万 出 发 闻 拓 到 DD,， 
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从 Ds 开拓 到 Ds, 再 从 也 回 到 DD， 结果 所 得 解析 元 素 为 1 Di 
Li 

按 这 种 方式 不 断 开拓 ,可 以 看 出 ,Vz 与 一 y 3 组 成 一 个 二 值 
的 完全 解析 函数 ,以 z 二 0 及 2 二 oo 为 支点 (注意 D1, Ds, Ds 无 公共 
部 分 ,但 它们 含有 一 条 甩 线 围绕 原点 )， 其 存在 区 域 忆 症 个 二 连通 
区 域 。 

如 黑石 为 单 连 通 区 域 , f(z) 在 如 内 解析 , 则 了 Cz) 就 不 能 象 上 
面 那样 是 多 值 函数 ,事实 上 ,维尔 斯 特 拉 斯 给 出 了 如 下 的 单 伟 性 定 
理 : 

定理 8.6 车 1(z) 在 扩 壹 平面 上 的 单 连 通 区 域 D 内 解析 , 则 
f{z) 在 巴 内 单 秆 , 

证 设 v1sys 是 DD 内 联接 任意 两 点 4 与 5 的 两 条 篇 音 逐 版 光 
湛 曲 弘 ， 使 y==p 1 二 1 是 口内 的 一 条 围 线 ， 

首先 假设 转 线 y=Y1+ v2 不 包含 如约 界 点 于 其 内部， 出海 
涅 - 波 菜 尔 覆 盖 定 理 ,可 有 有 限 个 圆心 在 y1,Y2 上 而 全 部 在 上 内 的 
区 足以 响 盖 yi 与 72， 在 每 个 图 内 ,了 (4} 可 以 表 成 泰勒 级 数 ， 从 而 
fz) 在 每 个 贺 内 的 解 牢 点 ( 圆 与 马 谣 公共 部 分 ) 为 单 值 、 国 此 ?5 
7: 在 每 个 加 内 的 强 可 以 荡 来 代 填 ， 设 这 些 弦 所 成 的 折线 为 了 1， 
Pj, 于 是 y1,Y3 可 以 用 了 1, 了 s 来 代替 ， 分 多 边 形 Pi 了 + 了 ;为 若干 
三 角形 。 如 f(z) 在 Pi+ 了 ;内 为 多 值 , 则 存在 一 个 三 角形 1, f(z》 
沿 T1 解析 开拓 一 周 得 到 不 同 的 解析 元 素 ， 将 了) 最 长 的 一 边 规 以 
等 分 ,连接 等 分 点 与 此 进 的 对 顶点 ,得 两 个 三 角形 。 则 在 此 两 三 角 
形 中 必 有 一 个 , 命 为 了 ,了 (#) 沿 了, 解 析 开 拓 一 周 , 将 得 到 不 同 的 解 
析 元 素 ， 记 此 继续 进行 , 巾 得 一 个 三 角形 序列 ， 

TOTO OT D+. 
当 ? 泡 限 增 胃 ,了 。 缩 成 到 内 一 点 x。 由 假设 了 (z) 在 点 a 解析， 则 
必 在 一 个 加 jz 一 ai 过 吾 内 章 值 解析 ， 因 此 ,只 须 经 过 有 限 丈 分 法 ， 
则 得 一 个 全 售 于 此 略 肉 的 三 角形 Tn， 而 (2) 沿 了。 解析 开拓 一 
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周 , 所 得 的 解 折 元 素 不 吝 为 不 同 , 这 和 fz 在 Pit+ 了 sz 内 为 儿 伞 出 
下 盾 . 

共 次 ， 假 设 } 包含 区 域 尹 的 一 个 界 点 于 其 内 部 .由 十 DD 十 单 
连通 区 域 ， 则 ? 必 包 含 也 的 金 部 界 点 于 其 内 部 ， 因 此 f(z》 在 点 
:一 2 的 邻 成 肉 解析， 有 具 贡 存 在 一 个 以 原点 为 心 的 刚 网 说、 包含 
?二 人 二 3 于 共 内 部 ,大 2 在 一 ce 的 邵 域 内 的 罗 朗 展开 在 问 周 C 


可 


a 


图 8.12 


的 外 部 及 其 上 单 演 解 析 ， 用 线段 aa 及 bb’ 分别 将 点 & ,5 连接 到 
贺 周 CGC 上 , 则 得 两 条 团 路 了 aayp:bb’Cia’ 及 Ly: a'aysbb'Coa’, 
也 与 各 不 包含 也 的 界 点 于 其 内 部 《图 8.12)， 由 赔 周 的 定 
义 ,01,0; 两 条 路 线 对 解析 开拓 是 等 价 的 ， 即 是 fz) 从 qa’ 出 发 分 
别 沿 CQ! ，Cs 解析 开拓 达到 5 的 值 是 相同 的 。 由 将 上 面 第 一 步 的 
证 明 分 别 应 用 到 浆 路 革 ; 与 工 ; 下 ， 刚 得 4 ay155 与 C 等 价 ， 
2/qyab6’ 与 CG, 等 价 ; 因 此 六 与 7 是 等 价 的 ， 所 以 定理 成 立 ， 

定义 8.8 ”车 围绕 以 ze 为 心 的 充分 小 的 加 局 ,开拓 一 完全 解 
时 ,车 芳 数 信 与 原来 的 值 相 异 , 则 称 此 6 点 为 此 函数 也 (z) 的 支点 
具有 支点 的 完全 解析 鸡 数 已 (2) 称 为 多 值 解 枝 末 数 . 

尽管 (8) 是 一 个 多 值 范 数 ,但 古 如 果 我 们 可 以 限制 的 变动 
殉 域 ( 单 连通 的 ) ,使 得 当 3 点 在 这 个 区 域内 沿 任 疙 围 线 变动 一 疾 ， 
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哨 数 值 连续 变动 回 到 原来 的 件 ， 那 冯 我 和 就 涪 这 个 区 域内 所 有 对 
应 的 函数 值 ( 即 这 个 区 域 措 象 点 集 ) 就 组 成 瑟 (a) 的 一 个 单 值 解 析 
分 支 (如 图 2,4 的 各 工 ; 及 图 2,10 的 各 B;). 

”支点 是 多 值 性 青 点 . 用 多 什 解 析 函 数 的 每 一 单条 分 支 也 可 以 
立 的 奇 点 ， 
但 一 点 井 为 世 支 的 间 从 反共 襄 ， 则 不 必 为 另 一 支 的 昔 值 性 奇 ， 


奇 点 上 


1 _ if 22 23 
in = 二 (s+ 人 二 广 te) (01sl < 


z 王 0 为 此 支 的 可 去 奇 点 ( 解 本 点 ) ,但 为 其 他 每 一 支 


的 一 级 般 点 ， 

3. 笋 明 面 概念 ” 设 凤 = 了 (2z) 是 多 值 解析 国 数 ， 苑 具有 支点 
的 完全 解 御 国 数 , 则 对 其 在 在 区 域 中 2 的 一 个 值 ,ww 有 多 个 值 和 它 
对 应 ， 黎 曼 采 了 一 种 方法 ， 使 媚 的 值 和 2 的 值 成 一 一 对 应 ， 他 创 
造 一 种 模型 ( 称 为 歼 曼 面 ) 代 替 适 和 的 z 平面 ， 利 用 黎 曼 面 ， 可 以 
使 以 前 所 说 的 解析 开拓 的 过 程 ， 多 值 解析 函数 概念 本 身 .分 支 去 
点 及 支 制 线 的 概念 ， 在 几何 .上 有 了 明显 的 表示 和 说 明 ， 更 重 楼 的 
是 ,可 以 使 多 值 完全 解析 国 数 百 (> 成 为 其 材 曼 面 上 的 单 介 解析 国 
数 ( 这 时 ， 了 (a) 的 丰 在 区 域 就 是 一 个 推广 了 的 区 域 , 即 黎 受 面 ). 
于 是 , 单 秆 解析 淆 数 的 理论 便 可 以 对 它 应 用 了 ， 因 此 ,出 汪 函 数 多 
值 性 所 引起 的 复杂 性 ,利用 几何 方法 可 以 除去 了 .。 

下 面 我 们 举 几 个 简单 的 例子 潍 讨 论 黎 曼 面 .一般 对 于 多 值 解 
析 冰 数 ， 要 用 车 干 叶片 来 适当 地 ” 粘 合 ?成 一 个 黎 受 面 的 工作 是 撒 
当 复 厅 的 ,并 县 需要 相当 的 技 妃 。 


时 


例 8.11 函数 一 太 的 歼 曼 面 ， 

解 ”由 于 对 = 平面 上 每 一 个 异 于 零 的 点 ， 此 函数 有 讽 个 值 和 
它 相 对 应 ;如 对 不 同 函 数 信 的 相同 的 点 z 能 加 以 区 别 , 就 能 油 足 我 
位 的 要 求 。 

令 z 二 re*, 于 是 相同 的 点 4 可 以 不 同 的 6 来 决定 ， 从 而 不 同 
的 函数 值 可 用 不 同 的 9 米 规定 . 因 当 > 线 原点 一 周 , 的 值 由 V3 
变 为 3; 当 2 再 绕 原 点 一 周 ,一 V7 又 蛮 为 VR， 所 以 如 VV 
相当 于 0<9<2 x, 则 一 V3 相当 于 2 #<9<4 xz， 现在 设想 两 个 
平面 相 重 登 , 原 点 的 位 置 与 实 国 的 方向 都 相同 ， 在 上 的 平面 用 嵌 。 
由 示 , 烛 当 于 0<9<2 x; 在 下 的 半 面 用 21, 表示 ,相当 于 2r<b< 


4 zx， 由 于 42=0 及 2 二 % 二 w 二 2 的 两 个 支点 ,我 们 现在 可 以 选 正 
实 轴 为 支 制 线 ,将 两 于 面 各 沿 正 实 畏 割 开 ， 合 4 分别 在 Ms 及 和 
上 不 能 越过 支 制 线 在 同一 平 曾 上 变动 ， 再 疗 支 割 线 使 M6 的 下 岩 
(0 二 2 zz) 与 于! 的 上 岂 (9 二 2 xz) 不合 ,并 使 下 的 下 岩 (9--4 xz) 与 


1 

86 的 上 岸 (8 二 0) 粘 合 ， 这 样 的 模型 就 是 岂 二 23? 的 歼 曼 面 如 图 
8.13(a))， 两 叶 在 截 口 处 二 胡 交 久 ， 其 在 支 割 线 处 的 垂 话 纵 截 面 
如 图 8&.13()， 


图 8.13c8) 
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当 点 : 在 黎 坚 画 的 形 o 时 上 ,从 正 实 轴 上 一 点 出 发 , 围绕 支 虑 
z 二 0 以 反 时 针 方 向 连续 变动 两 图 时 , 幅 角 9 先 由 0 增 至 2 x, 并 出 
叶片 壮 6 进 入 叶片 型 1, 在 局 一 叶片 至 : 中 ,6 再 由 2 增殖 4 
当 点 = 再 继续 转动 时 ， 它 仍 则 到 叶片 对 上， 在 关上 ,8 的 值 可 
以 认为 是 由 4xx 增 到 6 x, 或 由 0 增 到 2 x, 对 于 晴 数 值 没有 影响 . 


了 

祭 可 类 推 ， 这 样 一 米 , 范 数 妈 = 2 就 是 黎 曙 面 上 的 单 值 函 数 卫 ， 
只 是 在 支 崎 线 处 ,两 个 时 片 的 点 需 要 设 浅 去 判别 ， 

应 该 注意 的 是 ,要 想 由 以 上 的 描述 ,把 黎 瞎 面 按 通常 办 甘 具 体 
地 制作 量 来 是 漆 不 到 的 ， 因 为 当先 把 叶片 6 的 愉 口 的 下 岸 与 烤 \ 
截 口 的 上 岩 粘 合 以 后 ,再 把 和 Yi 的 下 岸 与 开 , 的 土 岸 粘 合 就 无 法 进 
行 ,因为 中 间 已 有 一 个 粘 合 好 的 平面 站 在 着 ， 尽 管 如 此 ,我 们 仍 恩 
要 想象 它们 是 粘 合 起 来 了 , 

这 黎 昌 而 的 叶片 Yo 的 象 是 上 举 由 平面 ， 而 时 和 片 用 1 的 象 是 
下 半 卫 平面 。 因 为 


Tad 


w=V Te tyre 1, 
[Es ,R=0,1, 
在 fo 上 
0<S a 
在 下, 上 
2 A 
每 个 叶片 上 所 确定 的 函数 都 是 单位 解析 的 ， 并 可 连续 到 粘 合 
的 边界 ,在 粘 合 的 边界 上 它们 是 等 信 的 ， 干 是 ,它们 的 一 个 就 是 另 
一 支 宰 过 支 制 线 的 解析 开拓 (由 本 章 的 潘 勒 卫 原 明 可见)， 因 此 ， 
黎 显 而 上 点 的 单 值 函数 ww 二 2 在 除去 支点 z=0 及 z= oo 外 ,到 处 
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前 足 租 析 闻 ， i . . 

例 8.12 函数 w= 六 44 是正 整数 ,% 庆 2) 的 歼 曲 面 . 
“ “类似 卡 鲁 的 过 论 ; 它 的 黎 友 面 避 由 个 沿 兰 支 夭 线 正 实 朝 制 
天 的 z 平 恒 粘 会 面 成 的 , 仿 只 以 3 二 0 及 二 co 为 赤 虑 。， 

令 z 二 7?e"; 则 


wep re  ” 
.0002 ,R=0,1, ,Rl1, 


图 .8,15 是 n=4 的 情形 , 


例 8.19: 畏 数 世 =:Lh z 有 打架 问 痢 ，。 
解 今 2= 二 re", 册 和 


3 


2 一 lnss::lnyrTiCOo 2 Rr) 
O00 2 天 一 0, 士 1,，…， 
仍 只 以 z=0 及 z=oo 为 支点 , 取 正 实 轴 为 支 亨 线 ， 其 化 曼 面 含有 
无 穷 多 叶 《图 8.16 左 )， 其 在 支 制 线 处 的 垂直 纵 截 面 克 图 8.16 
右 . 
* 例 8.14 国 数 色 〈z 一 0 一 b) (4 了 的 歼 曼 面 ， 
解 函数 tz 一 4a)(zs--5) 以 2 二 4，z 一 6 及 2 二 00 为 支点 ， 
从 #9 到 5 联 直 线段 ,从 5 到 %% 联 任 一 射线 (不 通过 4) 作为 支 割 线 . 
这 样 销 开 z 平 而后 ;可 以 分 出 三 个 单 代 分 去 
fez)—=m*fo(s), k=0,1,2, 


让 中 =e fo(2) 为 B05 一 670 一 BY 的 一 个 确定 支 . 


到 8.17 


-， 现 将 三 张 平 面 旭 《Rs0,1,2) 列 按 前 述 方法 制 破 ， 各 分 支 
ftz) 分 别 在 2 上 是 单 值 的 ,但 在 制 线 两 岸 之 值 不 同 。 在 s2 左 岸 
〈 顺 着 a 到 5 的 方向 ) 取 值 为 了 (sz) f(z) ,fa(2) 下 


岸 ,由 于 绕 4 转 了 一 周 的 缘故 ， 增 ; 增加 了 一 个 因子 oe 5 ,就 对 应 
取 值 为 f(z)、f2(z),fo(a); 在 6 左岸 取信 为 f(z)，fi(z)， 
和 和， 由 于 绕 s,2 两 点 同时 转 了 一 周 的 缘故 , 增 


加 了 一 个 因子 oz=e 了 3 ,就 对 应 取 入 为 fz(z), oz)， 了 5。 肝 
前 者 各 分 支 构成 以 下 置换 ， 
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(fo ) 
fa)}fat2)f oa) 
后 者 各 分 支 构成 以 下 置换 ， 
(ee ) 
fatz) fols}fila) 
将 三 个 时 片 选 起 来 ,并 粘 合 那些 取 慎 相同 的 各 岸 , 即 得 所 求 上 的 
黎 吕 面 。 图 8.17 表示 在 割 纪 处 的 季 合 法 . 
景 后 ,我 们 还 必须 指出 ;一 个 多 值 解析 了 数 与 代表 多 个 函数 的 
一 个 由 达 式 是 有 区 别 的 。 便 如 ， 泌 数 思 = Y3 相当 于 由 = +s 和 
加 二 一 #; 而 这 两 个 单 值 解析 孙 数 不 是 于 为 解析 开拓 的 。 所 以 多 = 
Y 如 仅 是 表示 两 个 单 值 解析 函数 由 一 Ts 与 风 = 一 s 的 一 个 表达 
式 . 


“$ 4， 多 角形 区 域 的 保 形变 换 


本 节 我 们 将 介绍 在 实际 构成 保 形 变 & 时 起 着 很 大 作用 的 一 个 
方法 .。 它 在 应 用 上 特别 重要 ,因为 它 使 我 们 龙 够 写 出 一 个 函数 ( 国 
天 , 一 般 地 齐 , 具 能 写成 积分 的 形状 ), 把 上 于 干 面 保 形变 换 成 磺 先 
给 定 的 一 个 多 角形 区 域 ， 

1。 克利 斯 托 弗 (Christoffel)- 席 瓦尔 兹 公式 

定理 8,7 设 (1)P, 为 有 界 关 角形 ,其 顶点 为 4 dz 4 
黄 顶 角 为 Ql, Qo ' Gn, 

(0a<2, j=1,2,'"*,%) 

(2) 羡 数 名 = 了 (z) 将 下 半 平 面 im z>0 保 形 变换 成 P，， 

《3) 5 平面 实 轴 上 对 应 于 吧 平 面 多 角形 PP 的 顶点 4; 的 那些 
局 ai 

一 十 09 
都 是 忆 知 的 ， 则 
"321 * 


f=0f God sd) sas) ds tO, 


1 i 和 . (8.9) 
Ed eo BO, 个 复 常数 .， 
De | a Ke 10) 
= -. 2 3 


* 证 术 扣 中 存在 哈 一 福 定 理 在 和 有 放下 下 
一 了 (2z)， 
它 将 民 : 。 下放 保 庆 撤 成 由 平面 的 交界 立 第 用 忆 ， (I 2. 
1 ,而 颖 将 实 征 上 的 三 不 蚌 各 (例如 ;Gta 时 3) 变 看 请， 这 界 二 
的 三 个 任意 点 ,例如 顶点 dd ds 


加 


a ds 6 Gi A 
2 PI 7 NO oe 了 


先 搬 役 这 个 函数 是 我 们 已 知 的 , 沉 东 是 已 夭 字 畏 十 与 角形 
记 的 顶 上 4 对 个 的 忌 本 三 4 5 > 玉 闪 迷 求 它 的 解 板式 

图 为 在 + 医 的 竹简 一 诬 (a, ,5 站 上 ; 疼 数 名 一 并 芒 取 秆 线 自 

三 | 于 多 从 , 所 仅 对 尘 管 评 庙 应 户 击 于 民 遍 于 征 世 可 宙 胃 过 
a 屋面 解析 开拍 到 下 半 平 面 Im z<0， 这 个 解析 天 新 将 下 半 
:下 bad 寂 换 六 时 户 7 关于 线 必 村 :各 洒 车 匠 37 有 角形 了 Pi， 
又 可 以 三 过 和 任 疮 线段 (a 人 ar 而 解析 开 折 到 上 装 上 本 睛 ?而 引 迷 
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个 解析 开 折 将 上 尘 .> 平面 保 形变 换 成 与 忆 : 关于 线段 4442 对 称 
的 % 角形 Ps， 

”我 们 可 以 想象 ,我 们 把 疡 有 可 能 的 上 上诉 所 描述 移 那 种 解析 开 
新 [在 特别 情形 ,越过 包含 党 名 二 必 的 线 稻 (4.6 站 都 们 过 了 1 作 了 
任 总 多 次 ， 结 果 得 到 区 穷 岁 秆 完全 解 折 函 数 四 = (2)， 原来 的 解 
析 鸡 数 攻 一 了 是 它 的 一 个 音 他 角 亲 分 安 

站 站， 光 本 请 于 的 在 访 沽 个 宕 旦 六 <“ 容光 中 的 准 情 解 匆 分 到 
= 个 机 海 阴 单 的 关系 式 相 互 关联 党 ， 
事实 上 . 迹 两 水 分 有 巡 ; 驻 我 们 信和 作 上 站, 才 僧 烧 次 衣 入 {a 六 ;和 二 的 解 
析 环 诉 弄 相 得 到 ,光世 将 土 率 平面 分 别 保 形变 挽 为 角 玉 PR* 三 
"PX 9 P#* 由 偶数 次 美 于 边 的 对 称 变换 可 以 互相 入 有 时， 义 
到 欠 一 对 对 称 变 柳 部 可 化 为 某 一 平移 邱 轿 转 、 所 以 区 角形 了 
Pi 一 个 由 另外 闻 个 报 汶 移 与 旋转 相近 得 出 由 下 推出 ， 风机 
2 平 师 七 站 

Jeea) ofa b, (3.11) 

站 中 呈 是 独 定 旋转 的 实 常 数 3 而 品 是 确定 引物 购 复 和 负数 ， 弛 瓜 的 
结论 对 三 (2) 在 下 半 3 平 各 上 的 福 沪 两 个 单 什 解 磅 分 交 也 战 立 , 

进一步 , 谓 数 


在 上 半 = 平面 是 解析 的 ， 四 由 候 设 we: 了 (5 省 是 : 昔 呈 解 本 的， 共 
而 (20 在 上 半 ED), 又 ， SE 》 灶 于 了 (z) 的 所 有 可 能 的 
外 pi 并 攻关 保持 起 单 徒 的 ， 事实 上 ,无 论 我 们 到 (2) 的 哪 两 个 分 
普 , 几 7.15 郑 评 以 的 拓 
人 一 
A ) =e: pe 四 
四 去 
i 
和 


i 


即 2(z) 在 任意 点 = 的 值 与 了 (2) 的 分 支 的 选取 无 关 

这 样 ,我 们 可 以 断言, 冰 数 2(2) 与 它 的 解析 开拓 (我 们 用 同一 
记号 来 峻 示 它 们 } 在 扩充 s 平面 上 除 点 * 二 83 了 二 1,2,**, 2) 以 
外 的 所 有 点 上 都 是 单 值 解析 的 {为 什么 ? 请 读者 思考 )。 我 们 现 
在 来 说 明 pts) 在 这 些 点 #3 二 atj 二 1,2,* st,%) 上 的 人 性质 ， 用 a; 
表示 ?2 角形 P。 在 次 点 4; 即 ww 的 前 (0<cs<2)， 并 来 考察 变 最 

、 @=(w—w) 

的 圩 助 平面 。 显然, 过 沪 淹 o 平面 后 , 9 角形 PP 的 和 角 “ 被 弄 平 ” 
《图 8.19), 因而 对 于 将 点 z= es 的 某 一 个 半 邻 域 保 形变 换 为 四 一 


_ 的 
~” 人 
zy [i 7 4 7 
图 8.19 
0 的 半 邻 域 (图 38.19) 的 算 合 函数 


0=0(2)=Lf 2) w]e z 
我 们 可 应 用 对 称 原理 ， 所 以 它 可 以 解析 开拓 于 9, 的 整个 尔 域 ,而 
且 在 此 邻 域内 可 以 展 成 泰勒 级 数 ， 


wz) = [2)— wer 


eg—4) + es m0) + (8.12) 
其 中 co 二 w 9,)==0; 但 61 二 mw 和 6,) 郑 0, 因为 6(2) 在 9; 点 邻 域 内 
单 叶 解析 ， 
由 (8.12) ,我 们 进一步 得 到 


fa) = F(z—a)" ert cals—6) + ,eA 
但 国力 方 播 号 的 a 次 宕 在 a, 的 邻 域内 是 解析 的 《由 一般 时 西区 
靳 意义 ， 得 由 方 揪 号 本 身 当 := ay 时 不 为 8 即 可 推出 }, 所 以 它 本 
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身 可 展 为 (一 ai) 的 等 级 数 。 于 是 ,我 们 有 
了 (2 一 mi (amas) [ei tes— Gs) + 
=w, ef(s—a)" +ca(2— a) tte 
由 此 而 得 


(2 《ai 一 cieifz 一 are 十 
82) 一) 加 TCR 


1 (as 一 Jascl，， 
2 一 外 ， CIT ? 


其 中 第 一 个 因子 表示 在 点 4 二 a 解析 的 函数 ， 因 而 它 在 *= ay 的 
都 玻 内 可 以 展 成 


as—1)+o(s— A) +cats— a ) +t 


拱 忆 
po el) to a) to a) +r. ] 
a;—1 nm rm 、 
一 下 dy 
sa, el eats—d,) ， 


这 是 gf2) 在 =ay 的 去 心 令 域 内 的 罗 朗 展开 式 。 由 此 可 以 推 视 ， 
讲 数 ta) 在 #3 二 4, 有 一 级 极点 , 残 数 等 于 cy 一 工 

这 样 ， 区 数 p(z) 在 扩充 z 平面 上 只 有 如 个 一 级 极 后 8;(j 一 
1; 2 …… ,RR)， 骨 Pp() 减 去 共 记 有 的 主要 部 分 ,我 们 就 得 到 户 数 


2) =p(2) — so cm 一 上 


dG) 2 一 Ga 2 一 和; 
它 存 整 个 扩充 平面 上 是 解析 的 ， 出 第 五 章 习 期 (一 ) 9 的 刘 维尔 
定理 ， 可 知 (z) 必 是 常数 . 
函数 f(z) 在 点 2 二 % 是 解析 的 [因为 a=% 是 线段 (4,,41) 的 
内 点 ]; 由 此 ,在 za= 吕 的 邻 域内 
f(2)=00 + t+ (8.14) 


其 中 c-s 是 f(z) 的 罗 朗 展开 式 的 第 一 个 不 刍 于 零 的 系数 ， 出 
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， 《8.13) 


《8， 14) 得 ,在 人 


人 和 十 - 
- oa . 2 了 上 
2 pe 


一 i 1 pp116_ te - pi1 


> 有 
一 -一 ， 一 一 -和 


名 Pep :+ 2 
出 此 可 见 多 (co) 二 0 但 头 在 (8.13) 中 当 %: 时 所 有 其 余 的 项 都 
成 村: 所 以 疙 他 要 几 ， 团 . 芭 2 宕 0. .这 样 ， 用 


—. » tl .Ge 一 工 a 
的 (3 = 和 in (2 一 全 a 1 fa 
然后 ,小 上 六 2 手 济 中 的 任意 路 统 积分 , 划 各 


Inf’{s)= Cam—1)n(s—a) i ol)n(s tt) -rs， 
"Tain(z-a)+lne,. 
这 时 ,右边 的 ln 表示 对 数 芍 主 值 ,天 左边 则 表示 寂 的 对 应 值 , 因而 
去 对 数 , 我 们 就 得 到 保 彩 变换 的 导 函 数 的 式 子 
TD = O(a) (2 a) (sa) 
也 说 上 于 名 平 酶 中 任 半路 线 来 积分 上 式 ， 则 得 所 求 的 殉 利 斯 托 弗 - 

此 系 站 机 分 公式 (8: 6。 

8. 3 是 在 这 样 的 悉 设 下 得 到 的 ， 有 实 轴 上 的 经 过 保 形变 后 
与 多 角形 Ps 的 项 由 对 应 的 点 ;gs ax 是 已 知 的 。 但 应 用 
问题 只 统 出 多 角形 PP。 的 项 症 , 而 点 一人 (二 112.，，,a) 是 双生 
着 的 ， 按 保 形变 换 的 歼 受 存在 定理 ,有 三 个 这 样 的 点 《例如 4 1, qs 
与 ss) 是 我 们 可 以 任 总 绽 定 的 ,而 长 作 的 虚 章 工 了 二 和 5 三 红 
-及 策 数 台 与 @re 应 当中 网 题 的 条 件 来 耀 定 个 如 和 也 可 任 总 过 证 ) 
造成 了 利用 克 漳 疡 托 弗 "万 琴 东北 积分 的 宙 要 转 难 . 
退化 情形 首先 ， 由 了 线性 变 所 的 供 区 网 性 用 人 定义 7 了 .3， 
pe 
i 症 理 负重 宙 首 卉 在 下 过 过 旧 隔 交 判 六 染 季 寥 科 在 第 二 交 
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《有 限 点 ) 的 交角 反 号 . 
证 设 I, 工 是 从 无 穷 远 点 出 发 的 两 条 射线 ,为 明了 起 见 ,还 


设 它们 在 有 限 点 5(&z0) 相 交 。 通 过 秽 数 变换 w 一 之 后 ,得 到 的 
象 曲 线 为 经 过 w 一 0 的 油条 圆 蕊 厂 , 及 本 ,于 是 其 第 二 交点 为 w= 
启 . 闻 弧 丫 ! 及 三; 在 两 交点 处 的 交角 必 互 为 相反 数 (图 8,20)， 


再 由 w== 目 在 点 6 保 角 ,又 由 定义 7,3, ww 一 十 在 s 二 oo 处 保 角 , 定 
理 就 得 到 证 明 ， 


图 &.20 


其 次 ,上 面 定理 8.7 的 下 列 两 个 进化 捕 形 是 很 有 用 的 ， 

(1) nn 和 集 形 已 。 有 一 个 顶点 是 无 穷 远 点 的 象 ， 即 a1,62，*…*， 
x 中 有 一 个 例如 4 二 %， 

为 了 要 把 这 种 情形 化 成 上 面 定理 的 情形 ， 我 们 作 一 个 线性 
变换 

人 (8.15) 

把 上 半 平 而 mm z>0 保 形 变换 成 上 半 诗 面 Im >0， 且 把 点 1， 
2 :41 二 0 分 别 变 成 有 限 点 ol ;29 Ga( 见 下 面 注 )。 

应 用 公式 (8.9) ;我们 得 内 

* SF * 


w=0f (Ea Eafe Ea) dE tO 


1 如 mm 一 他 各 
(十 ) + 


利用 (8.10) 经 过 简单 的 变换 ,我 们 得 到 
w=0’f [Casa)s 1 (a —af)s m1 
™* [as— on)e— 1 1)""! i t Ci 


总 
=0f Ga i(s—ad)e ta) "dat 0, 
“~ En 


其 中 9 一 rr (二 1,2…% 一 1) 是 从 常数 .为 简单 起 见 ,我 
们 将 < 就 记 成 a,(5 一 1, 23，“，,a 一 D ,于 是 公式 (8.9) 就 退化 成 下 
列 公式 、 
w=0f (23— la) ds 0, 

因此 ,如 果 ”角形 P, 的 那些 顶点 中 ,有 一 顶点 与 无 穷 远 点 相 
应 , 则 在 公式 (8.9) 中 就 丢 捧 那个 关于 这 个 顶点 的 因子 . 

在 实际 应 用 上 ,可 以 利用 这 个 事实 来 简化 克利 斯 托 弹 - 席 瓦尔 . 

注 在 (8.15) 中 ,af 是 任意 实 常 数 ,是 已 假定 ab ,4s 都 不 
为 零 ;为 了 使 上 半 = 平面 Inz>0 保 形 变换 为 上 半 上 平面 ImE>0， 
所 以 工 前 面 要 冠 负 号 ,以 油 足 例 7.6 的 条 件 ， 如 果 点 as( 了 一 1, 2， 
.之 一 等 于 零 , 则 必须 不 取 (8.15) 而 取 

4 主 
tong 

共 中 a 是 一 个 与 所 有 的 a,(j 一 1,.…,n) 都 不 相同 的 数 ， 否 则 a 
(j=1，…… ,nn) 之 一 就 要 成 为 了 ， 


= S46. 
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(2) % 前 形 P, 有 一 个 或 几 个 顶点 在 范 穷 通 点 (这 时 己 。 称 为 
广义 多 角形 ). 
设 4 二 wm( 图 8.21) 


图 8,31 


在 射线 4,-14; 与 4;+14; 上 任意 各 取 一 点 出 与 必 , 用 线段 
连结 这 两 点 ,并 考查 所 得 到 的 (二 1) 角 形 ， 按 公式 (8.9)， 将 Imz 
> 保 形 变换 成 这 个 多 角形 内 部 的 函数 ,可 用 下 列 公式 表 出 ， 

w=0f (a—ad) tsa) ad) 


(2 asa)" lds + OL (8.16) 
这 里 ,64; 分 别 为 4;,4s 的 对 应 点 ， 当 4;， 4; 趋 于 4; 王 了 时， 
4,97: 必 趋 于 某 一 实数 9;, 它 与 4; 对 应 ， 

由 定理 8.3, 射 线 4,-14, 与 4,+14, 在 有 限 点 4 处 的 那个 交 
角 , 应 等 于 在 4,; 一 00 的 交角 ajr 反 号 , 即 一 ax。 于 是 ， 出 三 角形 
4 4 我们 有 co 一 0 一 1, 而 这 就 是 说 , ac 一 2 一 ci . 
1。 消 此 ; 当 4;,4; 趋 于 ce 了 时 ,(8.16)7 仍 然 化 成 (8.9) 的 形状 : 

w=0f (一 ea) te an)" datO. 


当 多 角形 有 几 个 顶点 在 无 穷 远 点 时 ,可 以 作 同 样 的 讨论 . 
因此 ,对 于 一 个 或 儿 个 项 点 在 无 旁 远 处 的 那些 多 角形 来 说 , 克 


" 3d9.+ 
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利 斯 托 交 - 席 瓦尔 兹 积分 公式 仍然 有 效 ,只 须 把 柄 点 在 无 穷 远 处 的 
那 两 条 直线 间 的 角度 ， 用 这 两 条 直线 在 有 限 点 处 的 那个 交角 反 号 
代替. 

3 广义 多 角形 举例 《1) 广义 三 角形 


1 1 i 1 3 

这 里 ci 一 as | 1 这 里 Gei 二 0,aa 下 | 
1 1 | . ( 1 3 

A = = 一 一 一 -一 = 二 = 由 -一 一 一 -上 一 一 一 

\ 合 于 本 + 二 二 0 一 3 一 2 j\ 合 于 0+ + 己 3 一 2 

图 8.32(a) 图 8.22{ 


(2) 产 义 四 角形 


了 上 


.Al (20) A, {00) 


A 0) A (0o0) A oo) A to0), 


1 这 里 i 二 一 1,@2* 44 一 了 Cs 一 2 ( 达 时 aoe T0072) 
| : 合 于 0+0.r0+42 二 4 一 2 
(os 一 14+ 工 + 工 +2 一 4 一 2 本 
2 .2 
图 8.23(6) 图 8.23¢b) 


a 350 。 


.有 7 
A (eo) . 


[ To ,= | 


合 于 0+ 字 + 了 +( 一 1) 一 4 一 2 


图 8.23(0) 
例 8.15 半 带 形 区 
sg 
是 顶点 为 4= 一 总 ,43= 汪 ,da oo 的 广义 三 角形 ,其 各 顶 角 处 


= 广 1 02 二 六 04 二 0, 会 于 i 十 交 十 Wa 二 1{ 如 图 8.22(Cu): 者 了 


明显 起 见 ,我 们 把 数据 列 成 小 ,在 其 中 指出 点 9,tj 二 1,2,3) 它们 


4, ; a 
- x 1 
2 | 22. 1 
. 如 . 1 
2 2 1 
[ee 0 9 
Ce 


共 三 全 , 因而 我 们 可 以 任意 给 定 ， 
克利 斯 托 弗 - 席 万 尔 兹 积分 取 形 式 


w=0f Cz +1)-3(z—1) dz tO 


如 斌 名 
. = - 
0 人 J +0 


一 人 /arc sin s+ OC, 
利用 点 aiyas 与 4i,4z 的 对 应 关系 ,我 们 得 到 
x 


一 = 一 0 "+04 一 0 二 Ci 


由 此 C1=0, 0'=1, 
故 扬 求 将 上 半 z 平面 tms>0 保 形 变换 成 多 平面 上 给 定 的 举 带 形 


w=arcsin 4 
(家 =1 时 ,w=are sin < 二 子 的 那 一 支 ，)， 


例 8.16 荐 去 线段 0<v<h,w=0(w=%+iv) 的 上 半 平面 
pv>0 是 广 站 四 角形 (和 如 图 8.23(a]), 它 的 已 知 量 以 及 与 顶点 对 应 
的 点 列 于 下 表 中 (点 o,y=1,23,3, 4 中 的 三 个 是 任意 给 定 的 ,第 
四 个 暂时 用 5 米 表 示 )， 在 无 穷 远 点 的 顶 朋 圭 于 一 z*， 因为 dsdi 
与 4441 一 个 是 另 一 个 的 延长 线 , 即 它们 之 间 的 角 等 于 + 而 

ura atas 
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一 1+ 工 
一 一 1+ 本 十 2+ 瑟 


= 二 一 2 一 2 


利用 对 称 原 理 可 以 决定 点 64 一 £， 和 将 由 平面 的 第 二 象限 到 
加 平面 的 第 二 象限 , 且 具 有 点 的 对 应 关系 oo < 一 > 0o ,如 * 一 0, 的 保 
形变 换 解 析 开 拓 越 过 y 辆 的 结果 , 就 得 到 所 求 的 保 形 变换， 所 以 
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一 一 - 

， 
| 
“| 


hs 


1 
1 


| 
i | 了 
| 
| 


4 应 当 关 于 虚 轴 与 点 92 对 称 , 即 4 二 6 二 1， 
克利 斯 托 弹 - 席 巨 尔 益 积分 取 形 式 


二 4 
w=0 (srt1) ss 1) As 叶 


=0/ -放生 2 TO Vi, 


(全 了 不 定 积分 ,而 未 了 定 各 分 是 因为 Ci 是 任意 的 )， 为 
了 确定 常数 0! 与 Ci, 我们 利用 点 az, ds 与 gs ds 的 对 应 关 达 ， 
9=0+01, ih=iO'+O, 
区 于 ,CO 一 0 人 一 有 因而 所 求 的 萎 数 为 
w=hV2—1, 
: 取 z=0 时 ,YY37--1 一 i 的 那 一 支 )， 


第 八 章 习题 
(—) 
1. 证 骨 , 函 数 2 是 函数 
jaD= GDGzTD" 


家 区 域 1z 十 11<1 
2. 证 明 , 阴 数 是 函数 


PE 


» F534s 


I 


由 单位 圆 |:|<<1 高 外 的 解析 开拓 。 
3s， 已 苔 函数 
f(s)=1 十 22 十 (22)* 二 (22)* 寺 


证 明 ; 沪 数 
名 多 
和 (3 = 1 + 人 一 3 十 Ca 十 说 
是 函数 C2) 的 解析 开拓 . 
4. 试 证 ， 
A 
及 3) =D 
互 为 直接 解析 开拓 ， 
5. 级 数 
- 
与 级 数 
Dr 


蓝 欢 伍 区 域 无 公共 部 分 , 试 证 :它们 互 为 (间接 ?解析 开拓 。 
8， 已 给 函数 


fit2)= 志和 二 ， 


证 明 , 尔 数 
1 中 
2 sr +) 
f(s) =In2 + (AS) —— 
是 滞 数 了 (2) 的 解析 开拓 ， 


3 和 


下 设 KaD=z 一 -本 + 二 -一 … (lzl<0D， 
试 证 ， 
rot 
与 xz) 互 汶 直 接 解 拆 开拓 (ial “1 且 1m a 关 0)。 
8. 证 有 


2) 二 eri 一 2 二 41 叶 2 寺 "二 2 十， 
nl 


以 单位 加 周 |z|=1 为 自然 边界 . 
9. 假设 函数 万) 在 原点 人 印 域 内 是 解析 的 , 且 适 合 方程 
F235)=2f(2):f' 03), 
试 证 , 思 2 可 以 解析 开拓 到 整个 z 平面 上 . 
10， 试 作出 函数 as(z 一 1》 的 歼 曼 面 ， 


(二 ) 
1， 已 给 函数 
下 (acs 一 二 和 十 于 莒 4 
证 明 ; 浮 数 | 
(2) 
f(z)=1n 2 3 a 
省 国 数 广 52) 的 解析 王 拓 。 
2、 知 级 数 i 
与 int DL 2) 


移 收 做 回 无 公共 部 分 ， 试 证 ， 它们 互 为 解析 开拓 ， 
3， 试 证 :级 数 | 


24—2)1 


舱 和 请 下 并 2) 在 点 :=0 的 辑 舌 及 2 一 4 的 缉 域 向 都 可 以 展 成 乔 侯 数 ， 且 其 种 
昂 数 访 (s) 与 六 人 2? 可 以 从 一 方 解 析 开拓 至 另 一 方 。 
业 ， 试 证 ,级 数 


f(z} = 尖 ( 扩 上 十 各 2 
所 定义 的 函数 在 左 半 平面 内 解析 ;并 可 解析 开拓 济 除 去 点 z=0 外 的 整个 。 
平面 。 
5， 刁 证 ;前 位 园 阐 |#1 三 ! 是 函数 


ED 二 各 


(5)= > {2"™ TE 十 2 


的 自然 边界 

6，. 试 证 ;如 果 了 (2) 在 区 域 DD 内 是 连续 的 ,并 且 除 去 DD 内 一 条 直 线段 上 
的 点 外 ,在 区 域 必 内 的 每 一 点 都 有 导数 , 则 了 2) 在 区 域 DD 内 是 解析 的 。 

7， 试 证 ,如 果 上 整 洋 数 


f(D)= ans" 
在 实 辅 寺 政 实 值 , 则 系数 ev 都 是 实 的 ， 
8、 试 判定 下 列 函 数 ,哪些 是 单 值 函数 ? 哪些 是 多 慎 通 数 ? 
(1) V1—sin's C2) Vcoszs 


(3) 290 $ C4) V e's 
《5》 Ln sin 2, 
9. 求 将 上 半 平 面 Im #.>0 保 形 变换 成 边 长 为 2 的 等 按 三 角形 的 国 数 


设 三 个 顶点 为 一 1、 1、 V31)， 


管 ， 急 二 {一 _14i/3) rs 3) fp 0 fs, 
ES 


10， 试 求 由 上 半 平 面 到 图 8,24 所 示 广 义 多 角形 区 域 的 保 形 变换 。 
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其 中 


EE Le Wg Oo 
位 人 2 
Hu 
分 | 
7 站 
A hi A229) - 
图 8.24 
VY sds 
4 Dro’ 
本 :十 而 
“= 人 A 
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EE EE 


第 九 音 调和 函数 


我 们 在 第 三 章 84 曾经 介绍 过 解析 函数 与 调和 靖 数 这 两 个 概 
念 之 间 的 关系 , 即 定 理 3.18 与 定理 3.19. 

本 章 我 们 将 进一步 研究 调和 隔 数 的 性 质 ， 我 们 会 发 现 调 和 函 
数 与 解析 调 数 有 茶 些 类 似 的 性 质 。 对 于 解析 前 数 ， 我 们 有 柯 西 积 
分 公式 ;而 对 于 调和 阔 数 ,就 有 下 面 权 介绍 的 与 柯 琴 积分 公式 性 帮 
相 类 伺 的 波 阿 松 (Poisson) 积分 公式 ， 解 析 函 数 有 平均 值 定理 和 
极 值 原理 ; 调和 函数 也 有 相 类 似 的 结果 ， 最 后 给 出 单位 加 内 和 上 
半 平 面 内 狄 利克 菜 C(Dirichlet) 问 题 的 解 . 

为 了 方便 起 见 ,我 们 有 时 将 用 ztz) 来 代替 w(x,Y) ,就 如 同 对 
于 含 儿 个 变数 的 函数 ,用 %{(2) 来 代替 wziyza， 8 那样， 这 . 
时 了 被 了 解 为 其 极 标 为 (ziyzz… ,Ta) 的 点 ， 


§ 1， 平 均值 定理 与 极 值 原理 
1.。 平均 值 定理 
定理 9.1 如 果 函 数 %(z) 在 圆 |E 一 so| < 之 R 内 是 一 个 调和 隧 
数 , 在 闭 骂 | 一 zo 所 记 .上 连续 , 则 
xz 一 人 ulaot Rer)dg, (9.1) 
妈 w(tz) 在 圆心 zo 的 值 等 于 它 在 图 周 上 的 值 的 算术 平均 数 ， 
证 ”由 第 三 登 定理 3.19, 存在 &(z#) 的 共 加 调和 国 数 2(z) 使 
2) 二 wz)} 一 了 (2) 在 IE 一 20| 之 琶 内 解析 ,车 人 之 五 /之 民 ,于 是 由 
第 三 章 的 平均 值 定理 得 


358 * 


2 
uCz0) +iv(z0) =f(20) = flaot+ Rie')dp, 
弛 
如 [20 + iv(2o) -二 ulzo+ Re dp 


1 ， 
i 2 v(z0+ Rie™) ep， 


比较 王 端 的 实 部 , 且 令 吾 :> 问 即 得 (9.1)， 
特别 , 当 zo=0 财 有 公 寂 


立 
“(0) = E71 “Rew)ay. (9.1 


2. 极 值 原 理 

定理 9.2 设 x(z) 在 区 域 已 内 是 清和 函数 ， 且 不 恒 等 于 常 
数 , 则 xf(2) 沦 忆 的 内 点 处 不 能 达到 最 大 值 或 最 小 值 , 

证 ”只 对 于 最 大 值 的 情形 证 明 定理 就 够 了 ， 因 为 调和 国 数 
xf{2 的 最 小 值 点 便 是 国 数 一 妇 纪 的 最 大利 点 ,而 一 &2) 也 是 一 个 

用 反 证 法 , 假充 4%(2) 在 区 域 呈 的 菜 一 内 点 zo 达到 最 大 值 ,在 
单 连通 区 域 DD( 若 也 为 多 连通 区 域 , 则 须 引 一 组 制 线 , 使 DD 化 成 单 
连 道 区 域 DB 和 并 使 zoE DP, 下面 就 以 D' 代 吕 ) 内 作 与 x(z) 共 轿 
的 调和 畏 数 sc); 并 记 了 (2)=4(2) 二 ip(z)， 则 冰 数 e ?在 号 内 
单 值 和 解析 , 且 其 校 


Je S| 一 ex(*)， 
但 此 函数 在 点 az 与 (2) 一 扎 儿 达到 最 大 值 ， 这 便 与 第 四 剖 的 最 
大 模 原理 棚 记 盾 ， 轩 此 定理 得 证 ， 
调和 国 数 的 极 值 原理 也 有 下 面 的 形式 ， 
推论 9.3 设 (1) w(z) 在 有 界 区 域 D 内 调和 ,在 D 上 连续 ， 
{2) 沿边 界 忆 党 有 “(2) 寺 开 , 则 除 (2) 为 常数 的 情形 外 ,在 DD 内 
一 切 点 处 必 常 有 ww(z) 达 好， 有 即 , 如 ww(z) 非 常数 , 则 tz) 在 妃 内 不 
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能 达到 最 大 值 于, 而 只 能 在 边界 上 达到 ， 
2. 波 阿 松 积分 公式 与 狄 利克 莱 问 题 


1]。 波 阿 松 积分 公式 ” 设 函 数 f(z) 在 贺 K;iz, 之 RE 内 解析 ， 
在 闭 贺 下 ,1z| 扎 上 连续 , 则 对 于 天 内 任 一 点 s 一 re” ,根据 柯 西 
积分 公式 ,有 


fe) | 
f(2)= 了 a, 一 民 Eg de 


= 了 (Re 一 09， (9.2). 


点 2 甘于 团 风 || 一 的 对 称 点 
rR? Pieir 
Et 


因为 点 z” 在 圆周 1 三 吾 的 外 部 ,所 以 
0= tf A de 


2* = 


2 i Ja 一 
= fCRe') dd. (9.3) 
从 (9.3) 减 去 (9.3)， 得 
1 2 ， Re'? pei 
1 (00) =a) TCRe0 [Berrie For |dt. 
经 过 一 些 计 算 ， 如 得 
， 1 站 间 如 2 一 7 
utiv=f(2) -3 ftRe') Ep TT Pr Rr oo pTT i . 
比较 上 式 两 端的 实 部 ,得 到 公式 | 
1 四 2 一 洒 2 
up)= a uBR,0) Ri—2 Rr COS( 人 一 人 ) + 7? 2 


《9 ,4 
上 式 也 可 写成 


3 


一 1 2 1 Br 
外 一斑 人 下 4 (Re") Ria Er CoOs(O—p) + 7? 


9, 
(9 .A)r 
特别 ,对 于 单位 图 来 说 , 召 =1, 上 式 变 为 
«2)=3 we) Tar Td (9.5). 
0 一 —P) 十 了 
公式 (9.4),(9.4)' 及 (9.5) 均 称 为 对 于 圆 的 波 阿 松 积分 , 
由 此 可 以 得 出 
定理 9.4 尾 何 一 个 在 回 内 调和 且 在 闲 贺 上 连续 的 函数 ， 辕 
内 的 值 都 可 以 用 圆周 上 的 值 的 积分 钙 波 阅 松 积分 表示 . 
注 泪 阿 松 积 分 公式 推广 了 均值 公式 ， 而 把 后 者 作 为 特例 
{r= 的 情形 ). 
”思考 题 试 列举 调和 荡 数 与 解析 函数 还 共有 什 么 类 似 的 性 
质 ， 、 
2. 狐 利 克 莱 疝 题 拉 普 拉 斯 方程 
Ou Ou oo 
Or Ov? 
的 道 解 ,就 是 全 体 调和 函数 ,此 方程 是 最 简单 的 二 阶 偏 微分 方程 之 
一 ， 对 于 常 微分 方程 ,给 出 了 一 定 的 附加 条 件 , 便 可 以 确定 出 一 个 
竺 解 来 ， 为 了 要 确定 拉 普 拉 斯 方 竹 的 一 个 解 ， 也 需要 一 些 附 加 的 
条 件 " 虽 然 条 件 的 形式 不 完全 一 样 ) ,例如 ,常见 的 条 件 之 一 是 表达 
成 边 秆 问题 的 形状 ， 即 表达 成 所 求 函 数 在 区 域 的 边界 上 应 当 满 足 
的 一 些 已 知 关系 起 的 有 形状。 这样 的 边界 条 性， 往往 可 以 由 所 给 问 
题 的 解 的 那些 物理 条 件 本 身 得 到 . 
这 类 条 件 中 最 简单 的 那 一 种 , 引 因 了 所 谓 第 一 边 值 何 题 ,或 者 
求 出 一 个 在 区 域 DD 内 调和 并 和 且 在 = 如 +C 上 过 续 的 函数 
wt{z) ,使 它 在 CO 上 取 已 知 值 (5)， 


0 
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utE)= (0), EU. 
例如 , 在 某 区 域 肉 求 流体 { 无 源 . 无 旋 ) 的 速 摊 或 静电 场 ( 无 电 
荷 ) 的 电 食 ， 当 这 区 域 边界 上 的 速度 或 电位 已 经 知道 时 ， 这 便 是 猴 
利克 莱 癌 题 . 
先 来 证 明 狄 利克 菜 冯 题解 的 叭 一 性 定理 ， 
定理 9.5 在 已 知 区 域 了 ,对 于 给 定 的 边界 值 总 (6)， 狄 利克 
本 回 题 的 解 不 能 多 于 一 个 ， 
证 假设 (x) 与 42(2) 是 犹 利克 莱 问 题 的 两 个 解 , 则 1(z) 
一 sa(2) 在 区 域 万 内 调和 ， 在 万 一 忆 +C 上 连续 ， 沿 0，w1(3) 一 
4zf2) 三 0 【 因 语 ,2 一 Wo(6) 二 名 ()) 由 定理 9.2，t1(3) 一 
#a(2) 在 五 上 的 最 大 值 与 最 小 值 丙 个 都 等 于 特 , 因 而 在 已 上 24(2) 
一 wz(z) 兰 0。 由 此 可 见 , 在 了 上 wi(z) 二 wz(#), 于 是 定理 得 证 ， 
3. 单位 贺 内 狄 利 克 莱 问 题 的 解 ”定理 9.4 启发 我 们 来 证 明 ， 
对 于 单位 圆 的 波 阿 松 积分 (9,5) 就 是 单位 图 了 ;|z1 之 1 肉 狂 利克 
茉 问题 的 解 ， 首 先 ,在 (9.5) 中 令 %(2) 志 1, 立刻 得 到 
3 一 -名 
二 ro rl (9.6) 
其 次 ,我 们 下 面 证 明 uw(z) 是 在 单位 加 |z|<1 内 的 调和 函数 ， 
令 上 一 6 2 二 6" {071). 
我 们 有 


一 了 __* 加 
工 一 2 了 Cos 日 一 多) 十 7 £2 一 六 


*» 362 。 


; 由 二 四 一 
‘ar dE i000 


I 和 i 和 
从 而 “2 是 因数 本 
(8 Eo dR ti de 
6 ) 2 mi ej= 0 : < 
kD 
的 实 部 ， 上 区 国父 直 人 ~” 
吕 纳 i i Ye 由 TL 
人 
Co or A 7 让 | z 
了 (全 一 2at yi 到 一 全 dt? Dim 区 一 2 ga : 
站 I 六 
和 


ae a EY. 可 
A i -1 机 .人 加 . 
AT ET fan¥ 1 站 deh re de 
右 电 的 并 失 积分 部 是 柯 西 型 积 务 :… 负 第 三 靳 的 定型 3.13/ 可 见 ， 
fz) 在 1z 六 1 内 解析 ， 从 而 证 得 其 实 灾 部 u《z) 在 |z|<1 内 是 调和 
药 .， 4 、 人 六 i 
景 后 ,问题 的 证 明 转化 为 只 须 证 明 < .， 


Fi a 
i 人 [we eo)] Trr2 recos(O—p) + 4 一 0， 


{9.7) 
其 中 =e”,60 一 e'%， "Te", 
*v roe0c2 ,0 pn 、 
由 于 4(E) 二 ww(e”) 在 9 一 0 处 连续 ,对 于 任 给 一 个 正 数 e。， 总 可 以 
选取 一 个 68>0, 使 当 16 一 名 | 之 25 轩 


lu(2) u(t0) | <e， 
:我们 可 得 四 、 


本 


ef HEE) HE0) dg 


2 de 1—2 rcos(d— wm) 十 了 3 


-17? 人 [ze 一 (en | dag 


2 和 Jo- 工 一 2 7COSK 人 一 名) 十 7 
< 1- 7 + a 
2 x oa 1—2rcos(d—gp) 72 
1 dd 
ae 人 一 Cos 站 一 间 ) 十 全 
.6 (9.8) 


亲 为 点 (re) 赵 于 点 (1 ,所 以 对 于 适合 | 一 如 | 之 8,10 一 
Peis26 的 ,8, 有 
1 一 旬 | 一 18 一 加 十 名 一 昌 ] 六 18 一 大 | [~ 


>26~8=6, 
因此 cos(9 一 g) 坟 cos6, 从 而 人 
1—27rc0s(0—p) 十 站 22 一 2 rcosd+r? | 
=1—27 4 一 2 sinz 人 )+ ?3 [人 
2 WA 
={1—7r):+4r sin’ DO 
二 9.1 


.8 
2 
47rsin EE 


令 4=47 sin* 今 , 耻 是 |u(Z) | 在 单位 团 周 上 的 最 大 值 ， 因 此 得 


| 了 一 7 全 (EY)— (Eo) a 
| 1—27e0s(tH—m) +r? 


二 二 二 


A 40(1— 7) 


2N 
| 


(zs—20)(1—7?), (9,9) 
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当 *->1 时 ,(9.9) 式 右 问 趋 于 替 ， 即 对 任意 的 e 守 0, 有 正 数 p< 过 1， 
使 当 1 一 <r<l 肝 
2 


A 26){(1—72)<e, 


人 9 区 天 负电 一 Dr<l 19 一 加 < 时 , 即 对 图 
.9.1 ee 2 来 说 ,就 都 有 ， 


1 一 7 
2 EE [uae) ule0)] ar or re | 


-一 了 [ot ue)—ut{eo) | 

全 | 一 3 | -| 7 

1—r? fF utE)—u(en) dy | 
| 2 TT 站 十 怠 二 1-—2 reost0—gp) ir 

T=2 2. 


玛 8 的 任意 性 ,知道 (9.7) 是 真 的 ， 

4， 上 半 平 面 内 狭 利克 莱 间 题 的 解 ” 为 了 求 出 在 实 轴 上 取 已 
知 值 耐 在 上 举 平 面 内 调和 的 那个 函数 ww(z ) 在 点 # 处 之 值 ， 我 们 
作出 一 个 把 上 半 平 面 Im 5 守 0 保 形变 换 成 单位 图 |2|<<1 的 线性 
变换 


一 名 
古 一 Ea (9.10) 
网 为 这 时 点 2 被 变 成 @=0, 所 以 根据 平均 情 定 至, 有 
v= Uw)ar. {9.11) 
其 中 aLE(@)]=U(@) ;而 7 是 单位 回 周 上 点 的 幅 骨 ， 
er (9.12) 


这 里 t 在 实 轴 Im5 一 0 上 ,因为 (9.10) 把 实 轴 Im5=0 变 成 单位 
现 周 |c 一 
在 (9,.12) 这 个 竺 式 两 问 微 分 ,我 们 得 到 
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re ei : 机 : 
内 此 便衣 
2 | at . 
.Rr QU yr ri 


将 (9.11) 代 同 到 原 米 的 变 ; 数 上去， 结果 我 们 便 得 出 了 对 于 上 业 平 
机 的 波 障 葵 积分 公式 


yr (0.13) 
由 控 ， - 定 条 件 下 {例如 , 设 训 如 古 有 界 傅 数 等 ), 我们 可 以 
证 胃 :9.13) 号 上 于 平 而 下 犹 利 吝 玉 问题 的 解 ， 
例 8.1 积 出 (9.13)zt: 的 竺 分 ;我 们 革 得 到 一 个 在 于 六 平 
南 内 的 调和 函数 (Cz )， 难 设 及 1 在 实 轴 的 一 段 (a; 月) 土 等 末 
1 于 全 实 :条 的 其 余部 分 上 等 十 0 出 得 


A 
让 《 全 ) -= + Ci Y¥ 


wz) -二 人 访 Cy. 一 一 一 全 - 


= 过 arc t8” 


例 9.2 设 丰 一 很 长 的 图 柱 向 是 用 很 薄 的 导体 后 项 的 ， 这 入 
面 久 过 它 的 辆 东平 兽 分 为 两 淮 ,-- 半 的 电位 保持 为 玉 :, 另 一 半 接 
地 ， 现 在 波 求 图 往 体 内 征 二 点 的 电位 . 

六 二 柱 体 是 很 长 的 : 序 以 办 部 的 电 仔 是 只 与 4 ,YY 有 蔷 的 圈 特 
Ftz:y)。 可 设 联 往 的 半径 为 1， 为 求 电位 国 数 Fey>》 可 把 半 
古 化 成 如 下 的 边 值 问 题 , 即 狄 利克 荣 间 题 , 

这 电 w(D 丰 整个 实 灿 上 有 两 个 间断 点 ,与 原 米 页 家 《起 过 续 不 合 ，. 但 可 直接 
验证 ,uf 如 在 上 半 平 而 内 调和 ,在 实 加 上 { 除 -qx 六 点 外 ) 灌 避 边 四 各 件 ， 


» HED. 


六 ( 久 洲 ) 涩 蕴 位 器 困 绸 调和 函 睹 ,如 沾 ] | 


AV = 0 二 人 一 0 在 2323 yr 内 上 9014) 

VEY) 二 Tos 在 x 二 二 1 上 二 y ?| 

PFCz,y) 一 中 短程- 下 用 y>0 上 

为 解 此 题 , 今 作 线 作 变换 
: 1 一 区 
1, Tra? | 

它 将 单位 团 12|1<1 保 形 变换 成 士 于 季军 Tec>>0 ,使 一 1 一 >oo， 
1- 一 >0 一 >1, 共 边界 对 应 是 ,下 半圆 周 对 应 于 负 于 实 轴 : 于 半 略 


周 对 应 于 下 半 实 轴 , 


经 变换 后 的 钦 利 宪 革 问题 总 ，… 
1 为 上 半 半 夯 内 的 调和 函数 ] : 
下 | 
四 | 
.FE* Cu, 07 =—Ho 《0 


(1d)! 


ATE i 


0, 0 二 四 
从 是 19.14)? 的 解 。 为 包谷 厂 米 铭 间 题 ， eg 5 平 


2 
。 IP ， 


面 形式 回 到 z 平面 上 , 写 焉 =,y 的 函数 ， 为 此 , 光 注 章 


argw =Im{lnwy}, 


改 最 终 的 答案 是 ， 
Vs) = Im fin( i 二 2)} 


于 


一 ar ie( 1 2 )， Yy20 
-| 五， y=0 
| 十 和 te ts( 1 了 ) yD 
第 九 章 习 题 
《一 ) 


1， 设 (1)w(w,y) 为 区 域 DD 内 的 调和 油 数 ;(2) 加 1z 一 0) 之 且 会合 于 D: 
求证 : 当 2 二 wg 十 fe 中 ,7 直射， 
utr,0)=Ref(o. reib, 


一 党 二 yyn(esco sn bsinngd), 
了 三 1 


且 展 式 是 了 唯一 的 ， 

2. 如 果 w(z) 在 # 平面 内 是 有 界 的 调和 函数 , 试 证 wlz) 恒 等 于 常数 . 

3- 设 1z) 为 一 整 函 数 且 不便 等 于 一 常 娄 ,w(x,y) 二 Ref(z)， 则 对 王 任 - 
一 实数 e, 几 有 平面 上 的 点 (zu,yo) 使 wsoiyo) 一 @， 

4. 设 (1)wlw,y) 是 区 城 如 内 的 调和 国 数 ;(2) 贺 下 多 含 于 D,utz,y) 在 区 
内 慎 等 于 一 常数 s、 求 证 n(x,y) 在 忆 内 恒 等 干 a， 

5， 役 人 22 为 区 域 五 内 的 调和 函数 

(2) Evy ED Um Y= 
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(3) 是 (2 的 … 个 邻 域 ,7 三 六， 
沈 证 :内 有 无 穷 多 个 点 ,4t* ,$Y) 三 其 上 的 值 都 是 a。 
6, 试 求 在 单位 由 无 内 调和 ,在 闭 略 区 上 (除去 其 上 两 点 ,8 外 ) 连续 的 
后 洲 , 这 个 畏 数 在 回 弧 a 上 取 值 1, 在 单位 园 周 的 其 余部 分 上 到 值 0。 
1T T 二 rr , A—% i+ 
(人 


答 iwr 9 = -arc tg(1—7t8” 3 — 


(二 ) 
IT， 试用 调和 国 数 的 平均 值 定 理 证 困 ， 
六 ma- rcosd+ rr ad=0, 


其 中 一 1<r<1。 
提示 : 当 0<Sr<di 时 , 令 2 二 re”, 考 虚 EntI 一 2 在 |z1<1 内 的 一 个 单车 
解析 分 去 1n(1 一 z}。 于 是 以 z)=Re[lln(1 一 2》] 在 [zl<1 内 调和 。 且 有 
#0) 二 ReLin 1] 二。 再 利用 第 二 音 习 题 (一 )21 的 结果 ; 当 一 1 过 7r<0 时 , 可 
考 虚 Lnti+2) 在 |z|< 之 1 内 的 一 个 单 值 解析 分 支 In(1+ z), 青 作 类 把 于 上 自 
“的 讨论 , 即 可 得 到 证 明 ， 
2， 如 果 责 个 二 元 实 范 闭 (4,y) 与 4at%,y) 在 区 域 D 内 为 调和 ,在 闭 域 
总 上 连续 , 且 在 五 的 所 有 边界 点 处 有 
T= (Ty) 
试 证 ;在 五 肉 司 有 
wi(w ,YY 
提示 +: 考 瑟 u(518) = 二 (3) 一 (NY) 
3， 坦 二 元 实 函 数 a{x,Y) 是 在 0 之 1#] 之 p< 之 二 59) 内 的 有 界 调和 倍数 ， 
试 证 :适当 定义 0, 人) 后 ,#9) 是 在 |z1| < 之 p 内 的 调和 函数 。 
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